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Vorbericht 



H err Professor Helmert zu Utrecht hat mir 
zu verschiedenen Zeiten , mehrere Jahre lundurch, 
sehr schätzbare IJeyträge für das leipziger Maga- 
zin zur Naturkunde und Mathematik, und das 
späterhin darauf gefojgte Archiv der reineu und 
angewandten Mathematik zugesendet. Seine erste 
Abhandlung, über die Bahn des von Hersphsl ent- 
deckten neuen Planeten , steht 'im zwey fcen B^ndc 
des JVfagazins vom Jahre 1732; ihr sind mehrere 
nach einander gefolgt, und siß gehören sämmfc- 
lich zu den besten, und vorzüglichsten der Sarnau 
lun°\ 

Die Abhandlungen, die ich gegenwärtig dem 
Publikum vorlege, sind mir in eben der Absicht 
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von ihrem Verfasser mitgetheilt worden; sie tra- 
fen aber gerade zu einer solchen Zeit ein, wo, 
theils durch die Kriegsunruhen auf der einen Seite, 
theils durch die Sperrung alles literarischen Ver- 
kehrs , vornehmlich mit Rufsland , auf der andern 
Seite, der Absatz des Journals, wie er vor jenen 

Hindernissen war, beträchtlich erschwert und vcr- 

- - • 

mindert wurde. Die Erklärung der Verlagshand^ 
lung darüber auf dem blauen Umschlage zum 
eilften Hefte des Archivs (1500) liegt offen vor 
Augen, und hat den Erfolg gehabt, dafs seit der 
Zeit kein Heft davon weiter erschienen ist. Und 
so ward denn eine eigene , zum Gebrauch für die 
Mathematik besonders angelegte Zeitschrift, die 
Hennert und Kästner, v. Zach, Klügel 
und Pfleiderer, die Kramp und Rothe und 
Pf äff* und Bürmann und Hauber Imit ihren 
Beyträgen beehrten; die manche scharfsinnige Un- 
tersuchung aus Lamberts literarischen Nachlasse 
mittheilte; eine Zeitschrift, die zum Theil der 
Kenntnifs und Erweiterung der viel zu wenig ge- 
kannten combinatorischen Analysis gewid- 
inet war , und mehrere Jahre hindurch mit Beyfali 



* 

/der Kenner fortgedauert hatte, 1 plötzlich und auf 

* ». * ' f * 

einmal in ihrem Laufe gehemmt und aufgehalten ! 

Unter diesen Umständen wurden die Hennert- 
: schen Abhandlungen mit andern zurückgelegt, 
nialit zurückgesendet, weil anfangs immer noch 
einige Hoffnung zu Fortsetzung des Archivs, bey 
günstigem Zeitumstanden, übrig blieb. Jetzt 
aber, da alle Aussicht" dazu verschwunden ist, habo 
ich einen andern Weg eingeschlagen, Herrn Pro- 
fessor Hennerfe für die Anstrengung einigermafsen 

tri . , * ' T 

zu entschädigen, die ihm die Ausarbeitung jener 
Aufsätze, bey seihen Jahren und seinen so sehr' 
geschwächten Gesichte, gekostet haben mag. Sio 
erscheinen nehmlich, auf meinen Vorschlag, 1 dtn 
Herr Henner t auch genehmigte, besonders abge- 
druckt; eine Auszeichnung, die sie* wohl verdien 
nen, theiis ihres irinern Gehalts halber , theils auch 
deswegen, Weil sie vermuthlich' die letzten Arbei- 
ten $eyn werden , • die dieser würdige Veteran cTer 
Mathematik dem Publikum überliefert, der ein 
halbes Seculum hindurch, mit auszeichnendem 
Eifer und rastloser Thätigkeit den Wissenschaften 
nützliche Dienste geleistet hafe.~ 
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Den Werth dieser kleinen Sammlung ] von 
Aufsätzen noch zu erhöhn, habe ich selbiger ein 
Verzeichnis der zahlreichen Schriften ihres Ver- 
fassers, den ich darum ersucht hatte, bey gefügt; 
die vollgültigsten Belege zu dem , was ich so eben 
gesagt habe. Auch bin ich so glücklich gewesen, 
innige nähere Nachrichten, das Leben dieses wür- 
digen Mannes betreffend, zu, erhalten; freylich 
nur einzelne Bruchstücke , die aber für diejenigen 
nicht ohne Werth seyn werden , die ihn aus seinen 

Schriften kennen und hochschätzen. Sie sind mir 

i 

von Herrn Wagner aus Weifsenfeis mitgetheilt 
worden, der schon hier in Leipzig sich eifrig mit 
Mathematik beschäf tigte , nachher aber bey seinem 
dreyjährigen Aufenhalte in Utrecht seine Kejint- 
nisse, vornehmlich in Analysis und Astronomie, 
durch Herrn Professor Hennerts lehrreichen JJn~ 
terricht und Umgang, noch mehr vervollkQrmn- 
nete und erweiterte. Ich will seine feigeren 

Worte hier anführen, 

> 

» » 

* 

„Johann Friedrich Hennert ist im 
„ Jal ire 1733 zu Berlin geboren, und steht demnach 
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„jetzt in seinein 72$ten Lebensjahre. Sein Vater 
„ hatte ihn , glaub' ich , für die Jurisprudenz be- 
stimmt;, allein die Vorliebe^ welche er bereits in 
„ seinen Jugendjahren für die mathematischen Wis- 
„senschaften gefafst hatte, verleitete ihm die 
„Rechtswissenschaft und jede ernstliche Beschäf- 
„ tigung mit ihr. Um seine Lieblingsneigung zu 
„befriedigen ging er frühzeitig nach Paris, und 
„wohnte dort etwa zwey Jahre in dem Hause des 
„Geographen Delisle, dessen Verdienste um sich 
„er erkenntlich rühmt. * Dort machte er auch 
„Lalande's Bekanntschaft, iev ihm nachher im 
„Jahre 1771 in Utrecht besuchte. 

„In seinem aasten Jahre, also ungefähr um 
„1757, kam er nach Holland und ward zu 
„Utrecht, wenn ich mich recht errinnere, an 
„die Stelle des verstorbenen Castillon, Professor 

1 

„der Mathematik und Astronomie, welchen Posten 
„er auch, eine Reihe von 47 Jahren hindurch, 
„rühmlichst vorgestanden hat. Das Utrechter 
„Observatorium fand er in schlechtem Zustande. 

t * * 4 9- I 

h 

„Ein paar alte Blauerquadranten und noch einiges 
„ andere unbedeutende Geräth , machten den gan- 



1 



>1 



zen Vorrath von Instrumenten aus. Professor 



„Henner t liefs in der Fojge ein vierfüfsiges 
„ achromatisches Fernrohr von London kommen, 
„stellte ein Passagemstrument auf, schaffte eiuen 
„beweglichen Quadranten von einem Fufs im Ra- 
„ dius an, und that seiner Seits alles mögliche , um 
„ die Sternwarte nur einigermafsen brauchbar zu 
„machen. Sein Eifer für die Wissenschaft war, 
„und ist noch jetzt, unermüdet. Auch hat er das 
„Glück gehabt, verschiedne Schiller zu ziehen* 
„die ihm Ehre machen. Der vorzüglichste darun* 
„ter ist wohl van Swinden, Professer der 
„Mathematik und Astronomie zu Amsterdam." 



Zweymal hatte Hennert Veranlassung in 
„sein Vaterland zurückzukehren, einmal nach 
„ Berlin, das andremal nach Halle ; allein Dankbär* 
„keit für das Land, das ihn so gastfreundlich auf* 
„genommen hatte, hielt ihn zurück. — Als im 
„Jahre 1787 die holländischen Unruhen ausbra- 
„ chen, wo alle Anhänger des Prinzen von Oranien 
„verfolgt wurden, floh Hennert nach Hanau, 
„wurde aber bald darauf, nach wiederhergestellter 
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„Ruhe, zurückberufen. Im Jahre iQoa verlor er 
„durch eine Entzündung das linke Auge; auch 
„ nahm die Stärke des rechten seit dieser Zeit so 
„ sehr ab, dafs er sich vor kurzem genöthiget sähe* 
„um seine Dimission zu bitten. Er erhielt sie. 
„Sein Nachfolger ist der zeitherige. Professor der 
„Mathematik zu Leiden van -Beek Calkoen, 

* 

„der auch bereits rühmlichst bekannt, und, so 

viel ich weis , Hennerts Schüler ist." 

- 

„Bescheidenheit , Dienstfertigkeit , zuvor- 
kommende Gefälligkeit, sind die Hauptzüge in 

* - . - * » 

„seinem Charakter. Er war immer heiter; nie 
„habe ich ihn mürrisch gesehen. Wer ihn kennt, 
„ mufs ihn lieben. — Sein Geist ist in einer im* 
„merwährenden Thätigkeit, und er besitzt, wel- 

■ 

„ches zu bewundern ist, selbst jetzt, in einem so 
„hohen Alter, noch eine Lebhaftigkeit, welche 
„durchsehen läfst, wie viel mehr er noch, in 
„einen gröfsern, seinen Kräften angemessenem 
„Wirkungskreise, und ohne die traurigen Folgen 
„der unglücklichen Revolution zu erfahren, wel- 
„ che alle Aufmerksamkeit von den Wissenschaften 
„mit Gewalt abzog, hätte nutzen können — a 



So viel Herr W&gn er ¥ der sich noch da- 
durch um die kleine Schrift verdient gemacht, dafs 
er die Revision der einzelnen Bogeil beym Druck 
übernommen hat, eine Gefälligkeit, der ähnlich, 
die Herr Llenncrt am Schlüte seiner 5ten Ab- 
handlung von Herrn Wagner rühmt, 

•i 

« - ■ * 1 - . • 

* 

Leipzig, den 6, Jun. 1305. 



Carl Friedrich Uindenburg. 



< 
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Weitere Verbesserungen und Druckfehler. 

Seite VII. Zeile 5 statt verleitete lif* verleidete 

— 4 — i5 statt Q>t7 5 + J^ ,:fs ( 0 '7 5 + 7) 

— 5 - 2 t. iL statt — Iii* -r 

, a .4 

— aG — 4 statt — * lifs - - 

n s n* 

— 27 — i3 v. u. statt 2Y* lifs y* 

— 3i — 5 statt x = 4,6n8 lifs x — 4,6n8 =0 

— 3a — 6 statt q — 2 Iiis y — 2 

— 32 — i3 lifs y = 3,077 — 0,209 = 2,868 

und x = 0,868 = y — 2 

— 33—10 statt x s= — 4,6224 lifs x= + 4,6224 

— 56 — 18 statt a« A = ( — 2* + «) KG» ^ = 2 * + * 

— 36 —19 statt /— 2e — 3c+2& — e Iiis c — 3c+3e— a 

— 38 - 7 .tatt lifs ^ 

dx dx 

— 38 — 11 statt /lifs / 

— 42 — i5 u. 16 miifs + (w + 2) Fx m+I rfS aus Zeile 16 

in Zeiie lö vor 2 = etc. gesetzt werben. 

— 45 — 1 v. u. statt fzdn lifs fzdx 

_ 49 — 8 statt spg lifs rg 

1 

NB. Zu dem Verzeichnis der Schriften des Verfassers ist noch 
unter No. 67. der Titel der gegenwärtigen Abhandlungen zu 
selzen. , 
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Aus dein Orte des Jlphelii und der Umlaufszeit 
eines Planeten die Excentricität zu finden. 



■ * 

In de$ angewandten Mathematik sind verschiedene Me- 
thoden, eine Aufgabe aufzulösen, vielleicht nützlicher als 
in der Analysis. Gehen verschiedene Auflösungen nicht 

vdie nämlichen. Resultate, so kann man die Art der 
Beobachtungen , auf welche dieselben gegründet sind, 
untersuchen, um daraüs zu erfahren, entweder oh die 
eine genauer als .die andere könne gemacht werden; 
oder ob die eine mehr Einßufs als die andere auf das 
Resultat habe. In den Ephcmeriden des Jahrs 1804 
habe ich gezeigt, wie die Excentricität aus der gröfsten 
aetpatio centri .gefunden wird; in dieser Abhandlung 

~W«rde ich aus .(fem. Orte des Aphelii «die Excentricität 

* 

abzuleiten suchen. 

- • >■ » •- « . . « . t 

5« x. Für. eine gegebene Zeit wird die mittlere Ano- 
malie = M auä dem gegebenen Ort des Apheliums ge- 
funden ; weil die mittlere Anomalie von der Excentricität 
unabhängig ist. Aus dem hclioccntrischen Orte des Pla- 
neten, welcher durch die Opposition oder Conjunction be- 
stimmt worden , ist ejrenfalls 'die wahre Anomalie = V 
bekannt. - *» _ , 



Die Excentricitär ist = e. Die bekannte Equation 
zwischen den Anomalien ist M — V = 2 e sin. V 



+ 



1-— - sin. 2 ^ sin. ^VA sin. 4 etc. 

I 4 0 J 3 ö 



Ist die Excentricitat nicht schon ungefähr bekannt, 
so wird dieselbe mit Weglassung der Potenzen von e die 
folgende, nämlich e =n= V} : 2 sin,. f h 

$. 2. In der nämlichen Absicht, und zwar zu Prü- 
fung der astronomischen Tafeln, werde ich, wie in der 
letzten Abhandlung, die Anomalien aus den Tafeln des 
MaTS gebrauchen. Für den 31. Januar ißoo wat die 
mittlere Anomalie M = 3« 6° 24 3a", nnd die wahre 
F=2» 25° 43' 57"/ alsoM— f =io° 40' 38^ 0,1863526, 
in Theilen des Radius = i, >. 

M — V • *' . ■ • ' 

* j0 8* ~ •= 8/969306l . . . 

lög. sin. V s== 9,9987942 



log. e = 8/97051 19« 



1 • . 



j. 3- Die Excentricitat kann nun nähet bestimmt 
werden, Wenn der gefundene Werth für ein den Potenzen 
von e gesetzt wird, denn alsdann wird die Eouation für 



f5 e* ... «fl . e 1 
— + - sin. 2^-. - 



14 Oj 
— f e 4 sin. 4 ^) : 2 sin. 

Nun ist 

2 r= 5 Ä 21° 2/ 54" 

3 V ±±= 8 8 17° 11 5i" 

4 r = 11» i2° 55' 48" 



sin. 3 V 



Digitized by Google 



7/9410238 
-0,9030900 

7/Ö379338 ^ T ~ 0/001091» 

9/8756927 = 1. + -J) 

9/1724733 = 1- sin. 2 V 
JV94I0238 === L «* , - ; ' 

6,9891898 

6/9 II 5357^ . V , ■ 

— 0,4771212 

6,4344*45 

*- 9/9890668 — 1- sin» 3 V 

— 6,4234813 =ü !• T 8m - 3 f 

3,45608*3 as= 1. ^ 

— 9,4676556 = 1. Slrf. 4 V 



3< 4 



- 4,9237369 3=5 L —- sin. 4 V 

* Ty sin * 2 0,0609731 

7 sin. 3 'f* = — 0,0002651 

y 8in. 4 V = — ö,dooöo84 

+0,0006996 

M — ^= 0/1863526 



0,1856530 
dessen log» = 9,26^7023 
log. 2 sin. = 0,2998242 



log. * = 8,9^88781 

A 

A a 



• I 



I 
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Di« zuerst gefundene Ex centricitäV sollte eigentlich 
grofser und diese letztere etwas kleiner als die wahre 
•eyn. Man mufs also fenn, wie- viel diese von jener 
abweicht! 

ß.. 4. Zu de*rf Ende werde ich mit der gefundenen 
Excentricität.oder ldgr«==: 8,9688781 <* ie Aequatio centri 
für eine andre Zeit berechnen", nämlich für den 1. Au- 
gust, wo die mittlere Anomalie n\== 6* H° 4& 54"' und 
die wahre u=^.I 4 ° 14 I4"> also u c= - -2* 27' 2o" 
= 0,0428575 il1 Theilcn des Radiu«. - Man wird da* 
eweyte Glied der Equation m u = 2. « w». » * 

+ [o,75 + -j sin. 2 a + J sin. 3 « + 4 «. 

(ß. i«) berechnen, und finden 

2e sin. u == — .-0,0457949 

f 0,75 + 7)"^ # M ^ + .9/P°3J025 

sin. 3 u ±=- — 0,0001847 
^- sin. 4«s=+ 0,0000^36 



~h Ii 



Zweytes Glied = — 0,0428415 
IVJ — uz= — 0,0428575 
v ^dter^Föhler ssz ^ o/OOOOTÖO* 

* 

5. 5. Der gefundene Fehler, weil er sehr Idein ist, 
kann zu Verbesserung der ^xcentraität dadurch ange- 
wendet werden, d*fs man ihn als ein Differenzial 
des ersten Gliedes der Equation ansieht. Denn wenn 
man das zw eyte ebenfalls differenziirt, und der gemeldete 
Fehler = dp -gesetet wird, so bekommt man die Ver- 
besserung der Excfciitricität oder de = dp getheilt durch 



uiginze 
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— 5 — 

€ t 

2 sin. u -\ ( 7 j + e z ) sin. 2m+c* sin. 5 u + sin. 411. 

Die Rechnung lafst sich leicht aus dem vorhergehenden 
ableiten' 

2 sin. u = — 0/4918742 
(3+« a ) sin. 2«=+ 

* a sin. 3 u = — o,oo58753 
| <? 3 sin. 4 m = + 0/OOIOI54 
Divisor = — O/4299803 

J, — 0,0000I60 . 
1. dp = 5,2041200 
1. Divis. = 9,6334486 
1. de = 5f57067l4 

de 2= +0,0000377 ' 
e = 0,093084 6 

corr. e =s 0,0931223 
Nach» La Lande ist e = 0,0930877 

Fehler = + 0,0000346* 

1 

Jj. 6. Noch eine andre analytische Methode, die 
Excentricität aus dem Aphelio zu finden , werde ich der 
Beurtheilung der Astronomen übergeben, denen ich 
überlasse zu entscheiden , welche von ihnen die genauere 
sey. Diese Methode Kann zwar auf analytische Auf- 
gaben nicht angewendet werden, indessen scheint sie 
mir doch weit bequemer für physikalische und astro- 
nomische Gegenstände zu seyn , als die bisher bekann- 
ten zu Findung der Wurzeln einer Equation. Die 

3 e z 

obige Series oder Equation *j = 2 e sin. sin. 2 V 



,3 



[ sin. 2 V-T 3 sin. 4 J 9 ] 



+ •7 sin. 3^ + 



ö J 



c*, wenn die aequa- 
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tjo centri |Wf-F=^ gestellt wird, ist von der 
vierten Cröfse. Wenn nun die Potenzen von näm- 
lich e, « 2 , « 3 , e 4 als vier unbekannte Gröfsen y, u, z, 
behandelt werden, so können vermittelst vier' helio« 
metrischer Längen, die auch vier Equationen geben, 
diese vier unbekannten Gröfsen zufolge der bekannten 
Methoden gefunden werden. Erhält man vier gleiche 
Werthe für e aus den Potenzen « 2 , e 3 , e 4 , so ist keine 
Correction nöthig, aufserdem mufs ein Mittel aus den 
verschiedenen Werthen des e für den wahren Werth 
gebraucht werden. Diese Methode scheint mühsam zu 
6eyn; doch die Astronomen sind seit 40 Jahren an lange 
Rechnungen gewöhnt,, Dafs aber diese Methode vier 
oder fünf Beobachtungen erfordert , ist kein Nachtheil, 
obschon es mit der analytischen Eleganz nicht 
jtu stimmen scheint, Ist es nicht eleganter aus zwey 
oder drey Beobachtungen die Laufbahn eines Planeten 
oder Cometen zu bestimmen? Ja wohl, aber ist es auch 

» 

genauer und gründlicher? Aus kleinen Bogen können 
die Analysten allcrley krumme .Linien machen. Eine 
Hypothese wird um so wahrscheinlicher, wenn sie 
mit mehreren Beobachtungen übereinstimmt, 

g, 7, Sollte die Länge der Rechnung den Astro- 
nomen abschrecken, so konnte die Arbeit etwas erleich^ 
tert werden. Nachdem die Exccntricität e> wie in Q. i„ 
ohngefähr gefunden ist =?= £, so setzt man für in £ 2 X e 
oder e 3 =2 e 2 E , und für e 4 = e 2 X « a = E z . 
Auf diese Weise wird die Equation des vierten Grads 
auf eine des zweyten gebracht, und man bedarf nur 
zweyer Beobachtungen, In der ersten derselben sey 
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lie aequatio centri M— V= Q, in der zweyten 
aey m — v = 9 , folglich bekommt man diese zwey 

E . 

Equationen Q = 2e sin. Q sln - 2^+*" sin. 3^ 

3 

■ 

+ | (sin. 2 V + 3 sin. 4 E a ) c*. Der Coefficient von e* 
in der ersten Beobachtung sey = A, in der zweyten =«, 
ao bekommt man diese zwey Ecjuationen' Q = 2 c sin. f 
Ae % (I.) , und ^ = 2« sin. u + a « z (H.). 

Wird die I. Equation mit sin. u, die II. mit sin. V 
multipliciert, so erhält man 

■ 

M—V — (m — u) sin. V: sin. u 

«" = 3 : — ^ — " m - 

A — a sin. V : sin. u 

Aus der ersten und zweyten Equation wird endlich 
gefunden e = (£— ^e 2 ) : 2 sin, V* 

5. 8» In der ersten Beohachtung war F= 85° 43*5/' 
und M — F=: Q=ZQ, 1863526 (6- 2.> I n der zweyten 
Beobachtung war m — v = 7 = — 0,0428575 > un ^ 
u= 194 0 14' 14" (ö. 40- Man nehme nun 1. e=8,9705H9 
«ufolge des $• 2. , so wird man finden 

l sin. 2 F = + 0,1112887 

j sin. 3 V = — 0,0303709 
«~- (sin. 2 f + . . .) = — '0,0007091 

o 

* ^=+0,0801187 

\ sin. 2u= 0,3575653 
£ 

— . sin. 3« = — 0,02II26o 
j (sin. 2 * + ♦ 0 = 0,0032642 

« 5= + 0,3397033 
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Nachdem dieGrÖfseu^ und a gefanden sind, 60 kann 
die Excentricität e unmittelbar durch eine Equation 
bestimmt werden , es ist nämlich 

e = A ' 1 

2 (sin. V — — sin. ü) 

1. A = 8/9037339 
1. a = 9,5311000 

• -^T"™ 9/3726339 

1- 7 =—8/6320268 

_ ■ 

h — = — 8/0046607 

♦ ■ 

-i— = + 0/0101034 
P = 0,1863526 

numerat. ±= 0,1964560 
= 0,0982280 



immer. 



h T= 9/3726339 

l sin. u = — 9,3908241 

1 =--8/7634580 

a 

— j = T 0,0580040 

d 

^ sin. V = 0/9972276 
denomin. es I,o5523l6 

immer. 

lo §--T"" = 8/9922353 

' - log. denom. 3= 0,0233477 

l e= 8/9688876 
Die Rechnung kann wiederholt werden, wenn für e 
oder E der gefundene genauere Werth in den Formeln 
für A uud a substituirt wird : Oder man wird aus dem 
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gefundenen e die aequatio centri für eirfe dritte 
Beobachtung, oder auch für eine der bereits gegebenen 
suchen, und dann die Verbesserung der Excentricitä't, 
vermittelst der Differenzialeqnation g. 5. entwickeln, 

* ♦ * > < . # _ r 

* ,1 BJ * 

5. 9. Man würde mir vielleicht den Einwurf 
machen , warum nicht die Excentricität aus der aequatio 
centri durch die reversio serierum könnte gefnn- 
den werden, ohne andere. Methoden zu gebrauchen?, 
Allein die reversio serierum ist analytisch und 
in abstracto allezeit brauchbar, aber nicht immer in 
der Anwendung, sie führt oft auf serie* divergen- 
tes, oder sölche, die langsam fortgehen, wozu die 
Reihe, aus der gröfsten aequatio centri die Ex* 
centricität zu finden *) , auch ein Beyspiel lieferte. 



Tn der That wenn man aus der S e r i e s Q = 2 esin. V 

+ J e 2 sin. 2 V + — sin. 3 V + etc. die Gröfse'e durch Q 

3 

bestimmt, so bekommt man 

ö 3 sin. 2 V 



Q 2 



2 sin - v 2* IHr 3 

( 3* sin. 2 y Z sin. 3 V ^ ^ 

2 8 &in. V* 3 • 2 4 sin. V j 



+ etc. 



Die folgenden Termini nehmen laugsam ab und sind 
sehr verwickelt. Ist über dem sin. V der sinus eines 
Meinem Bogens, und Q ein nicht kleiner Bogen, so ist 
diese Serie» ganz unbrauchbar. Einen Nutzen könnte 
män zuweilen aus' dieser Reihe erhalten,/ wenn 



*) Siehe Astronomisches Jahrbuch von i8o4. 



• 
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2sm ' K 2 sin. Kl ß 

Q 

— 28in y (l — 0,375 cot. VX Q)> Kr den approxi- 

mirten Werth in den zwey vorher aufgestellten Metho- 
den genominen wird. Es sey Q = — 0,©428575 U1| d 
^ = 194 0 14' 14" in der zweyten Beobachung. Di« 

Rechnung ist kurz 

- 

log. cot. V= 10^5956297 

1. 0,375 = 9^5740313 
• 1. Q = — 8,6320268 
1. 0,375 cot. F ^< (> = x — 8,8oi6878 
— 0,375 cot. VXQ= o,o633443 

(l — 0,375 cot. KX 9) i = o,53l672l 
dessen logar. =5= 9,7256439 
log. Q = — 8,6320268 

' —8,3576707 

log. sin. V = — 9,3908241 * 

1. e = 8,9668466 

Der Werth für « ist zu klein, weil der Divisor 
sin. V ein kleiner Bruch ist, und daher der zweyte Ter- 
minus zu grofs wird, obschon Q ziemlich klein ist. 

Nimmt man die erste Beobachtung, wo f=85° 
43 57% a * so vielgtöfser ist als vorher, wogegen aber auch 
()= 0,1863526 ebenfalls zugenommen hat, so bekommt 
man ein genaueres Resultat, nämlich 1. «=9,9682474. 
Wäre Q etwas kleiner gewesen, so würde das Resultat 
der Wahrheit näher kommen. Es erhellet also , dafs der 
Gebrauch der Reversion der Reihen sehr eingeschränkt 
ist. Es war also nicht vergebliche Mühe, bequemere 
Methoden zur Auflösung der vorgestellten Aufgabe au 
suchen. 
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lieber die Bewegung eines Körjycrs, welcher auf 
einer Starige, die um einen festen Punkt ge- 
drehet wird, in einem Ringe fortrückt. 

Es ist nicht. ungewöhnlich, dafs auch die gröfsten Ma- 
thematiker dieselbe Aufgabe nach verschiedenen Metho- 
den aufgelöst haben: durch solche Bemühungen hat die 
Analysis Erweiterungen gewonnen. Nie aber hat ein 
Mathematiker behauptet, dafs der von ihm eingeschla- 
gene Weg der einzige wahre und gute wäre. Alle 
Methoden waren überzeugend. Gau? anders hingegen 
verfahren die Metaphysiker , leider! insonderheit in, 
unsern Tagen; nur sie allein bilden sich ein, das Da* 
seyn Gottes, oder die Unsterblichkeit der Seele bewiesen 
zu haben ! und doch ist es merkwürdig , dafs man diese 
Wahrheiten schon lange vor ihnen erkannt hat! Sollte 
man nicht fast glauben, dafs diefe Wahrheiten keines 
Beweises bedürften ? Die Metaphysik lehrt doch nichts 
neues, nur neue Methoden, Terminologieen, 
Aber Methoden sind subjectifj dem Engeländer ge^ 
fällt die Synthese, dem Franzosen die Analyse, 
Möchten unsre heiligen Väter, Newton, Euler, für 
die Mathesis bitten, dafs diese himmlische Wissen-* 
schaft nicht durch die heutige Metaphysik entheiligt 
werde , sie hat den Bonsens schon genug besudelt, 

Aufgabe, Fig. J, 

§. 1, Air der Ruthe oder Stange CB ist 
die Masse B bey B fest gemacht, eine andere 



12 

Masse A kann vermittelst eines R i n g *s 
längst der Stange gleiten. Die Stange wird 
mit einer gewissen Kraft horizontal um 
die verticale Axc, die durch Cgeht, bewegt. 
Man will die Umstände der Bewegung des 
Körpers A und der Stange CJB bestimmen? 

D'Alembert in demTraite de Dynamique 
(Seite 74) und lange darnach Bossut in dem 3tenTheil 
der Memoire 4 » presentes a l'Academie des 
Sciences de Taris, an. 1 7^0 (Seite 496) haben am 
demselben Grundsatz diese Aufgabe aufgelöst, nämlich 
aus der Gleichheit der Momente der verlornen und ge- 
wonnenen Bewegung (equation entre le moment 
du mouvement perdu et le moment du inou- 
vement acquis, Seite 474)- Bossut's Analyse 
ist kürzer als die von D'Aleinbcrt. Auch macht 
la Grange iu der Mecanique analytique 
(Seite ißo) die gegründete Anmerkung, dafs die Anwen- 
dung des D'Alembertschen Grundsatzes Seh wierig- 
keiten verursache, um die Kräfte, welche sich aufheben, 
und ihr Gleichgewicht zu bestimmen. Diesen Vorwurf 
befestigen die weitläufigen Auflösungen der dynami- 
schen Aufgaben. Ich habe mich bemüht, die vorge- 
stellte Aufgabe aus den ersten, nicht zu bezweifelnden, 
Grundsätzen der Mechanik, welche alle Mathematiker 
annehmen, abzuleiten. 

j. 2. In der Bewegung der Stange mit dem glit- 

- t 

sehenden Körper A lassen sich dreyerley Bewegungen 
unterscheiden. 
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l) Das Glitschen des Körpers A längst der Stange, 
x nach den Grundsätzen der Vis centrifuga. 

O) Die Bewegung der Stange um dem festen Punkt C, 
oder um eine perpendiculäre Axe, zufolge der 
Grundsätze der Rotation. 

3) Weil der Körper A seinen Ort im abs olu teh 
Räume alle Augenblicke verändert, so. kann man 

sich eine krumme Linie vorstellen , die derselbe 

* 't ~j 

bis zum Ende der Stange im absoluten Räume be- . 
%li schreibt, nach den Grundsätzen der progressi- 
ven Bewegung. 



g. 3. Es sey die Länge der Stange CB==&, der 

» . .- • 

Abstand des Körpers A im Anfange der Eewegurg, oder 
XM^=rt. I)ie Stange liat in ^er.Zeii t den Winkel 
DCB=<p beschrieben, und der Körper A ist bis M 
auf der Stange fortgerückt, dessen Abstand von C oder 
"CM s2 r. Wenn c die Geschwindigkeit 4er Masse A be* 
zeichnet, so ist derselben vis centi if uga ^= Ac z : 2gr % 
wo g =,15,1 pariser Fufs. Mit der Geschwinkeit* 
würde die Masse den kleinen Cirkelbogen Mn = rd(p y 
* wäre er an der Stange unbeweglich geblieben , in der 
.Zeit dt beschrieben haben; folglich dessen Geschwind- 
ihfeit c = r <d-<p 2 und die vis centrifuga 

= Ar % d<p*A 2g rät 2, = Ardq> z : dt 2 2g- Also wäre die 
vis acceleratrix, mit welcher die Masse fortrückt 5 , 
= Ard<p 2 : 2Agdt 2 = rd(p 2 : 2gdt*. Nach dem be- 
kannten m et he^nds oh en Grundsatz bekommt man diese 

. 2 
Jiquafion, 



2 x d t* 



3<p a ddr 

oder rdp 2 = ddr y ,I> 
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Ware es erlaubt, die umdrehende Bewegung gleich- 
förmig anzunehmen, so da Ts d<p eine bestandige Gröfse 
vorstellte, so könnte diese Equation integrirt werden, 
wenn man sie zuvor mit a.dr multiplicierte. Äflan 
erhielt also r % d$ z =-dr z + Cd<p % y weil d<p eine bestän- 

V 2 d(fi* dr 2 Cdq>* 

diso Gröfse ist. Also auch = -— + • 

ö dt 2 dt 2 dt 2 

Nun ist dr : dt die Geschwiudheit der Masse A auf 
der Stange, welche aber null ist im Anfange der Be- 
wegung, wo r==:a, wodurch die Constante C = a 2 
bestimmt wird. Man "bekommt daher r 2 d <p 2 — = d r z 

dr dz V 

+ a z d(p z r oder d<p = ^ — wenn z den 

Bogen BD bezeichnet. 

Z 

Durch die Integration wird gefunden <p oder -r- 
s= log. (r + \f r 2 — a 2 ) + C. Aber wenn r=i=a, so ist z 

oder <p = o, folglich ist das complete Integral ^ oder -j- 

^ ° g * [ a , J : . - /f 

Wenn r=CF z*: h wird, so findet man den Winkel 

JD^, wo die Bewegung der Masse A auf der Stange 

+ / (b 2 — rt 2 )] 

" 1 j. Ist 



aufhört , nämlich 0 =±= log. hyp. 

b z=z 20 und a = 4 Schnh, so wird ^ = log. hyp. 9,9 
s= 2/292534 = 131° 27'. 

Bezeichnet e die Basis der hyperbolischen 
Logarithmen, so wird 3= , also 
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krumme Linie , welche der Körper A im absoluten 
Räume zu beschreiben scheint. Für den Bogen 57 0 1/, 
der dem Radius gleich, ist, oder für z = b ist der 



; t 



Abstand r = — 

2 



a 3 



. 1 



= - X 3/087 = — ? . ( weil 

« = 2/71828)» I ßt a ^ so die Stange nicht länger als ! des 
anfänglichen Abstandes des Körpers A, so mufs die Be- 
legung t des letztern auf der Stange aufhören , bevor 
die Stange den Winkel 57 0 17' dmchlaufen hat. 

5. 4I Da' in den gefundenen Equationen weder die 

Massen j4 und 5, noch die Kraft P, welche die Stange 

in Bewegung setzt, in Betracht kommeu, so könnte 

man auch , um den ganzen Mechanismus zu bestimmen, 

die «wey letztem Umstände der Bewegung zugleich 

mit in Erwägung ziehen (§. 2). Wenn daher P die 

Kraft bezeichnet, welche perpendiculär der Stange die 

Bewegung bey B giebt, so ist das Moment = PI. 

Das Moment der Trägheit des Körpers B wäre Bb* y 

oder auch M/i 2 , wenn es, nach Eulers Ausdruck, das 

Moment der Stange und der Masse B anweist. Folglich 

nach den Gesetzen der umdrehenden Bewegung wird 

2£P* dd(p 
diese Equation statt finden, • - ■ ■ . IL 

B b 2 dt 2 

8-5' Endlich der dritte Umstand des gegenwär- 
tigen Mechanismus , nämlich die Bewegung der Masse A 
längst der krummen Linie A MF, giebt diese Equation, 
2gPbd<p dds 

— jd~ s — == — "^73 • ** ie Potenz. P verändert sich 
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bey M in Pb : r, welche den Bogen M»t = rd<p in der 
Zeit rf£ erzeugt. Aus diesemBogen Mn und aus Mv = c£>- 
wird das Element der kinramen Linie -Mm =s <j# als 
JJiagonallinie geboren. Es ist auch d* 2 = r x d<f> z + ei#\ 
Aber die Kraft Pi» lc. wirkt pcrperidicöläranf die Stande 
bey diese mufs also in die normale und tangen- 
tielle Kraft aüfgtfföst N werden j und;, folglich wird sife 
. J>b Mn Pdq> t 



r ^ Mm ds '.! ....... 

Nun ist die Bewegung auf der Stange eine retardi- 
rende, weil die Geschwindheit der Masse A bey F ter- 
^iwiü4«t w A&VK \i(faau& »»an diese. ^qnntiou -. 

41 g P b dp ^ ^ — ni 

: Ads dt z ' 



Bb*dd<p 



ri ' §. 6. SubstitJüiit man Pfr.ss-^ — TT^r ausser £qufc- 

tion IT., in die Equation HI. Q. 5., so erhält man die 
2zBU*<l*<lä<p dds ' 

z= — Adsdds, oder Bb*d0dd<p±Aa t dds = o. (tV. 1 ), 
das Integral ist Bb 2, d(f, 2 + Ads 2 == Cdt 2 j "weil" dt eine 

beständige Gröfse isjU.. Folglich ist rrr^-r + -^tstC. 

Nun is-t bd$> :_<Lt. die Geschwindigkeit längst des . Bp- 
gens BF bey m, und ds : <2t die des Körpers A. Es 
-scy J/:tü = w (j und i>dq> ; = t^o-ist Av* +£(tt 2 =f. 
Ist die anfangliche Geschwindigkeit. des Körpers ßzzj 
so wird die des Korpers, A = af : folglich Bv z •i-ßü* 
= Aa*f 2 : b z + Bf z . Dieser Equation entspricht die 
sogenannte Erhaltung der lebendigen Kräfte. 



■ 



Digitized by Googl 



— 17 — 



Ich will nur anmerken , daß die Geschwindigkeit v 

des Körpers A hey F verschwindet, dals aber beide, A 

und B y alsdann nur eine Masse machen, folglich wird 

yf(Aa z f z + Bf z b z ) ' s 

u = ^ rr= der Rotationsgeschwindig- 

fceit, mit welcher die kreisförmige Bewegung gleich- 
förmig fortgeht. 

ß. 7. Um die übrigen Umstände der Bewegung, 
nämlich die Winkel <p und. die Abstcändc r, in einer gege- 
benen Zeit t zu bestimmen, raufs aus der (Q. 6.) gefun- 
denen Equation Adsdds + Bb z d$dd<p z= o das Ele- 
ment der krummen Linie ds weggeschaft werden, weil 
der Weg des Körpers A in mechanischer Rücksicht nicht 
statt findet. Nun ist ds z = r 2 dp* + dr z (J. 5.), also 
ds dds = rdrd$ 2 + r z d(pdd<p + drddr ; ferner giebt 
die Equation I. (5. 3.) ddr = rd(p z , folglich ds dds 
=== 2rdrd<p z + r 2 dp ddp, woraus denn ferner folgt, dafs 
^(Z^rfx + 5Ä*^ dd$> = (2 rdr d<p z + r z d$ ddp) A 
+ fit 2 d <p dd<p = o, oder Ad. r 1 d$> + Bb 2 ddp = o 
das Integral ist A r z d <p + B b z d <p = C d t , oder 

rdp & d 0 

A r . -p- + B b . --3 — = C. Im Anfange der Bewe- 
dt dt 

gung War bd<p :dtz=f t und rd<p : dt z=z af : b , wenn 

rzzza war; woraus folgt C = /4a 1 / : b + Bbf. Hier- 

,4r 2 d<p b i?£*d<p 

durch bekommt man die Equation 



dt 



+ 



dt 



f 

= y (Aa* + ßb z ). Man setze das zweyte Glied == D, 



bdq> bD 

so bekommt man — = J^fjfi 



= w: die Geschwin« 



. digkeit im Kreisbogen BF (§. 6.) aus dem Werth u giebt 



B 
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zu erkennen, dafsdie umdrehende Geschwindigkeit nicht» 
so wie Jj. gethan, als bestandig kann angenommen 
werden. s 

ß. Q. Um eine Equation zwischen r und f, und 
(p und r zu finden , mufs man vermittelst der Equationeu 
ä(p D ddr 

Tt = Ar 2 + Bb 2 ^ *** = ~ (Ö \ 3 ° h daS d * We S" 

ddr D 2 dt 2 

schaffen. Man wird daraus ableiten -r% s= * — r- : — -r— ■ 

<it 2 Ö4r a + Z# 2 )* 

2drddr 2D 2 rdr 
oder mit 2ar multipliciert, giebt — _ ' = » " — - — . 

r >& <*£ 2 (Ar 2 + ßb 2 ) 2 

Durch die Integration bekommt man 

7? ~ "~ <4r 2 + £ & 2 + C * Im Anfan g ^ Bewe- 
gung ist die Geschwindigkeit dr:dt=zo, wenn r rrr g 7 

ah0 C = 7ä*+~Bb* ' fol s lich 



2 



3 =I > 



Aa 2 + Bb 2 ~ Ar 2 +Bb 2 
c?r z=zDdtf 



, endlich 



C^« E + B/> 2 ) (Ar 2 + Bb 2 ) 

£^1 /j^^ + B^X'* — <» 2 ) r 2 - « 2 

~~ b * Ar 2 + Bb 2 =*Ed*}f f z + B l* :A > 

und auch <h = — • v^— — . V. 

£ r 2 — a 2 

Wird der Werth von dt in der Equation des vor- 
hergehenden (j. substituirt, so kommt , n 
D 

*9=~iE dr S l ''0 A + Bh*i4)( r *-- a 2 ). VI. 

J. 9. Die" Integration der Equationen V. und VI. 
hängt von der Rvctification der Hyperbel ab. Di« 
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Bemühungen der gröfsten Mathematiker, ähnliche Equa- 
Jionen durch die Rectification der Ellipse und Hy- 
perbel zu integrircn , sind mir nicht unbekannt. So 
viel ich weis, ist d'Alembert der erste, welcher 
diese analytischen Untersuchungen in den Memoire» 
de l'Academle de Berlin vom Jahre 1740 — 49 
allgemeiner gemacht hat. Euler hat im ßten Theil der 
Novi Coment. Petrop. (Seite. 129) besonders die 
V. Equation auf die Ell i ps e redu eiert. Auch La er o ix 
hat diese Materie im zweyten Theil des Traite du 
Calcül differentiel etc. abgehandelt. Ich bewundre 
die feinen analytischen Kunstgriffe der grofsen Mathema- 
tiker; ich müfs aber, vielleicht zu meiner' Schande, ge- 
stehen, dafs ich in der Anwendung keinen Gebrauch 
davon habe machen können. Dasselbe Bewandnifs hat 
es vielleicht mit den meisten Integrationen durch Qua- 
dratur und Rectification. Sie sind analytisch und 
synthetisch, schön und sinnreich, aber nicht so 
nützlich beym Gebrauche. 

5. 10. Nach einigen Versuchen, die mir divergi* 

rende Series gaben, habe ich folgender Methode den 

Vorzug gegeben. Der Kürze wegen nenne ich 

»dr .1 + r 2 : » z 
ßfc 1 : A = « 2 , also dt = — / — — Cö- 8« V.). 

Es ist /(, + r* : «*) = i + ^-j — ^ + . .) ; folglich 

cedr 1 4- i' 2 : » 2 et ( d r 

dt = J = 

E V r z — a* E I/O- 2 — * 2 ) 



i ! 



.2 



dr ?- 4 d r . "J 



B 2 
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- r* dr r 
£s ist bekannt, da£&J ^ z _ a ^ ■ = ~ / <V 2 *-a 2 ) 

+ ~ log.Cr + /(r*W), und/^i~ 



-2 



= 7 / t'*— O + 1 ' /(r 2 — a 2 ) + 1 «4 1. (> + / (r 2 —« 2 ) f 

Wenn r = a , wird t = o , also 

* ' f a 2 3* 4 1 
C=-log.»[ l+ ___j, fijgüch 

*l : 0 + 4^-^)1 

vt a >U** 4 . 0 « 4 8-0«* T' 

Endlich die ganze Zeit, wenn die Masse A die Stange 
durchgelaufen hat, wird gefunden wenn man b = ;• setzt, 

, also r = •(W+S0>*-»\ + £__J^_.) 

*-\ « 1 4- 1 8-8« 4+ "J 

'U-» 4-8« 4 8-8« 4 V 
Eäsey * = 20, a = 4 Schuh, A = 30 und jß=9 Pfund, 
so ist «»sßj»:^^, und Ä==11) f crner 

£ 53 j /Wa a + fifti) X (J 4 = (wenn die 

Geschwindigkeit f 2 Schuh Jn ehier Sekumle ist)> 
folglich 1 " ^ 1>72 (2/292 - (l + ^ _ T5W) + 392 

TYT2 T9V5)) = 6", 66. 



< » 
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1 

jj. ti. Die Equation VI. nämlich 

kann auch auf die Rectification reduciert werden. Ich 
werde zur Integration den Weg des vorhergehenden ß. 

verfolgen. W«l [i + - j =,_-- + __ etc . 
ist, so bekommt man 

Die Constante C wird bestimmt , wenn 0 = o: wird 
r =5 a und wieder r = & gesetzt , so erhält man den 
ganzen Winkel 0, den die Stange von B bis F beschrie- 
ben hat, also 



log.i + /(i*— fl 1 ) 



p /i( 

. f i 9 Ä * v ]N 

, _ b /(* W) ^ - - -— - . .j J . . 

/ 

Nach demBeyspieldes ß. 10. ist Dsrr-j-f^a 4 + 4 08, 

£ = 6,4, >4 = 30 und * = 11 u. s. f., also 

<P = 0,193 C2,29 2 5 O Ä + — 39 2 (sfs ' TS« 
— = 0,5230 = 30 0 zum nächsten. 

Ö. 12. In ähnlichen Fällen, da die Integration nicht 
genau kann gefunden werden, ist vielleicht noch ein 
Mittel, für die Diff erenziale kleine Gröfsen allmäh- 
lieh anzunehmen, bis die Summe, die gesucht wird, 
erschöpft ist. Man setze in der Equation V. für dr z. B. 
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i Schuh, so dafs man die Zeit <2« sucht, nach welcher 

der Körper A um einen Schuh fortgerückt ist. Zufolge 

des gegebenen Beispiels wurde r=a + 1=5, und 

*dr i + r 2 :«* "X^ 

"T" /TS -T" = = —-.0,56 = 0,62 . 

- 

Wollte man die Zeit, in welcher die Masse A um 
£ Schuh fortgerückt ist, genauer wissen, so müfste bey 
der Rechnung der anfängliche Abstand a des Körpers A 
nicht r= 4 , sondern = 5 gesetzt werden», weil die Be- 
wegung der Masse A um einen Schuh bereits fortgegan« 
gen war. Der Werth des E wird verändert und zwar 



£ = £ yf 750 + 3600 = 6,6, folglich 

11.1 1 + 0,3 

dt = -7— yf = o",56. Es ist nun r == 6. Der 

6,6-11 

Körper ^ ist um zwey Schuch fortgerückt in 0,62 + 0,56 
= 1,18 Secunden. Man sieht, dafs diese Rechnungsart 
Sehr langsam fortgeht, 

§. 13. Die Reibung verursacht in der Auflösung 
dynamischer Aufgaben oft viele Schwierigkeiten, Ich 
habe es gewagt, die vorgestellte Aufgabe mit Rücksicht 
auf die Reibung aufzulösen. Wenn man mir folgende 
Hypothese will zugeben, so wird die Auflösung er- 
leichtert. Die Reibung ä'ufsert nur den Einflufs auf die 
Bewegung der Masse A langst der Stange, also wider- 
steht sie der Vis centrifuga. Diese aber war 
3=2 Ard<f>* : 2g dt*. Die Vis acceleratrix wird, 
durch die Reibung s=a mA vermindert, so dafs gleichsam 
cLh gröfserer Körper, nämlich A+nA, müfste fortge- 
stqfsefl werden; also könnte die Vis centrifuga mit 
-4 C% +«}=== mA getheilt werden* folglich, würde die 
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Vis acceleratrix==^r<ty a • agW^t 2 seyn; und zu- 

rdtp 3, 

folge fi. 3- bekäme man die Equation — — = «Mr; da- 

her wird ($. 70 — rdrd<p* + r*d<pdd<p + <* rJdr 

Tdrdty^" 

= rdrdf* + r<*<p<M* + > ferner wird dieEqua- 

tion Jdsdds + <i<p dd<p = 0 in diese verändert, 

A d r \rd* + —1 = - (4** + dd * uwd 
= _ 11?, wenn 

t + — = p gesetzt wird. Die Integration giebt 
m 

fogjC^l+£^ = _lü^oder^log.(^ + B&*) 

, B P 2 

= log.~- 5 Ao^+B^Ts^, oder 

Cd« , C * 

d** ;' oder "aT- „ 

Im Anfange der Bewegung war = f, also die Con- 

f p_ bdq 

»tante Coder D = f ™d 

f(££+B±2l\ Schrei btmannunÄü,^, 

midr 

so bekommt man (§. 80 die Equation — — 



• - 
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Diese Equation kann integrirt werden, wenn sie zuvor 
mit 2 dr multipliciert wirM; das Integral wird seyn 

dr* f*(A«* + Bb*f ' . 

— 1 — + C. Im Anfange 

dt* b*m(i—p)A(Ar* + Bb z f~ l 

' . . dr 

der Bewegung ist — = o und r = a , hieraus folgt 

/dt F p — F i 

endlich <7r = -r- v V 1 , ■■ 

* V (Ar* + Bb*f~ l A m(r— p)^ 

wenn F =z A x z -\- B b* gesetzt wird. Ohne Rücksicht 
auf die Reihung ist « = o und i + n = m =z i , und 
i 

p=;H = 2, also 

771 



/r^ rt * + £J^ , oder 

den worden ist, 

1 

und p=rx*J so müfste die Equation dt 

, m * 

= -r dr\/ ; , integrirt werden. 
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< . 

Man setze (j4r 2 + 2?& 2 ) 5:4 = z» so wird 

f z* dz 



, und 



Die Integration ist verwickelt. Den kürzsten Weg 
dazu würde die Entwickelung von 

(z F%) a — i anweisen. Ich will mich nicht 

F 

länger hier verweilen; genug dafs ich gewiesen habe, 
wie die Reibung auch in dynamische Aufgaben kann 
gebracht werden. Es ist merkwürdig, dafs eine dem 
Scheine nach so einfache Bewegung, als die gegenwär- 
tige, so viele analytische Schwierigkeiten verursacht, 



Digitized by Google 



■ 



— 26 — 

I 

• I 

IIL 

Versuch einer Approximationsmethode. 

Könnten die Equationen a 77 * + ai wt * , + f* ,,, " ! 
. . n = o auf die Form des Binomiums (y + i) m gebracht 
werden, so würde die .Auflösung auch die Näherunga- 

a 

methoden erleichtern. Wenn man für x = y — — + 1 

J n 

setzt, so bekommt man eine Equation, in welcher die 
ersten Termini y m +my"»-i sind. Die ifbrigen Ter- 
mini des Binomiums können aus der gegebenen Equa- 
üon durch Addition gewisser Gröfsen hergeleitet 
Werden. Es wurde unnöthiges Rechnen seyn, ja für 
den Gebrauch unbequem, wenn ich diesen Versuch in 
allgemeinen analytischen Zeichen vorstellte. Man wird 
den Gang der Methode aus der Anflösting der eubischen 
und biquadratischen Gleichungen völlig ersehen. 

i 

ö- Es sey die eubische Equation x* + p x 2, 

P 

+ ^ + r=o, Man setze x = y — — + 1 , und der 

3 , 

p 

Kürze wegen i = h y so wird x = y + b, wodurch 

3 

die obige Equation in folgende transformirt wird 
y' + 5b) + 3 **l + *3=o, 

+ P J 



+ 2pb W +pb % 



+ r 

Substituirt man in dem zweyten und dritten Gliede 
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p = 3-r3^, «0 verändert sich die trausformirte Equation 

in die folgende * 

Es sey 3& (2 — b) + 7 =/» una " ( ^ er letzte Termi- 
nus = g, so wird die Equation I. in die Equation II. 
verändert, y 1 + 3y 2 + fy + £ = o. 

Um die gegebene Equation zu transformiren wird 
der 2te -Terminus allezeit 3y% der 3te Terminus wird 



* 

leicht gemaclit , wenn man das 3fache b oder 3 



Li] 

5) 



mit 2 — b multipliciert , zum Producte aber den Coefli- 
cienten des dritten Terminus oder <j addirt. Der letzte 
Terminus, wie bekannt ist, wird aus der gegebenen 

Equation abgeleitet, wenn man b für x schreibt. 

1 

g. 3. Um die Equation II. auf die Form (y + i)' 
==2y 3 + 3y 2 + 3y + 1 zu bringen, mufs man 
(3 — y") y+ 1 — g zu derselben addiren, folglich bekommt 
man y 3 + 3 y 2 + 3y + 1 = (3 — /) y + 1 — g. (III.), 

oder fTi 3 = (3 t-/J yJ +J 1 — £ OH.). 

4. Man setze, dafs y beynahe gefunden^ wäre, 
so däfs nur ein Bruch zu dem y müfste addirt werden; 
dieser Bruch sey =2, und y+i=±:a, eine bc- 

kannte Zahl , so wird anstatt y + 1 geschrieben werden 
a + z und d — 1 + z für y, folglich bekommt man für 
dje Equation III. ((). 3») die folgende 

(a + z)* =(3—/) C« — * — IV. 
Verwirft man die höheren Potenzen von z, so erhält man 

v t tt- ~ — /) (a — 1) — i +.y 
die Equation I\ . r = f , » 

3 — f~3" a 



■ 
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$• 5« Durch Versuche wird a gefunden 

x) Verschwindet der Zähler , so wird z = o ; also hat 
man die rationale Wnrzel a gefunden, so auch 

p 

r = a — i und x = a — — • Ein solcher Werth 
3 

wird, wie bekannt ist, durch die Auflösung de» 
letzten Terminus, oder g — i, in seine Factoren ge- 
funden. 

2) Man mufs für a solche Zahlen gehrauchen , welche 

für z einen Bruch gehen. 

5) Um die Versuche zu vermindern, kann man erst 
a = o oder =i oder = — i setzen, mau wird 
aus den Resultaten für z leicht absehen, welche 
Zahlen in der Substitution von a eine gebrochene 
Zahl für z geben können. 

s 

§. 6\ Die Formel für z ist nur in dem Fall unbrauch- 
bar , wenn 3 — f =r= 3 a z , oder a % = 1 — ~, dann würde 

5 



z= 00, Aber dieser Fall ist nur selten, weil / = 1 
oder = 2 seyn müfste , und dann dürfte die zweyte 
Potenz des z nicht verworfen werden. 

Erstes Beyspiel. 
$. 7, Die Equation a; 3 + 31 4 — 4 x — 12 ss o ist 
gegeben, also p =2 3, 9 = -*- 4, r = — 12 (g. 2.), und 
p 

bzrzi — — q, folglich ist der Coefficient 

f = 3 h (2 — + 9 t= — 4 (5. 2.). Der letzte Termi- 
nus i 1 + + c & + r = — 12 = g. Weil der Coef- 
ficient des zweyten Terminus = 3 ist, so war die 
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Transformation nicht nöthig, und daher wurde 
cj = — 4 = / und r ss — 12 ss g, foglich wird 
a> — 7 (« — i) — 15 « 3 — 7« — 6 

* ^=-~ CÖ - V = 7-3«* ' 

Für a ss o wird z = — f , aber a ss y + i, also yss — i 

und a; = y — - + l — f s= — i f , welches sich' der 
♦ 3 

Wurzel ss — 2 nähert. 

— 

Setzt man ar=zi i so wird zss — diese Zahl 
ist gröfser als die Einheit, und kann demnach nicht ge- 
braucht werden. Aber a ss — i giebt z ss o , folglich 
y + l es — i und y ss — 2 , endlich 

a: ss — 2 — 1 + 1 = — 2. 
Für a s= 2 wird z es + V 2 > woraus erhellet , dafs po- 
sitive Zahlen für a nicht angenommen werden können, 

aber noch a ss 3 giebt z ss o und a: es 2. Für as= — 2 

-< 

wird z = o, folglich y ss — 3 und a; == — 3. Also die 

. 

drey Wurzeln — 2, +5, +2. 



Zweytes Bey spiel. 

x* + 7 x + 9 ss o. Weil der zweyte Terminus 
in dieser Equation fehlt, so ist b es 1 und p == o, also' 
/=s 3 6 (2 — + 7 ss 3 + 7 =s 10 und 5- ss 17, die 
transformirte Equation wird y* + 3y Ä + 10 y + 17 == » 

abgezogen 7y+i6 



also 



— — — ^ 

so bekommt man y + i es — 7y + io\ 
rt ? + (a — 1)7+16 a 3 + 7 a + 9 



— 7 — 3«* —7— 3« a 

Für a ss 0 oder es 1 und für alle positive Zahlen be- 
kommt man füi; z gröfsere Werthe als die Einheit. Aber * 



1 
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■ 

« = — i giebt z = — = — o,i, also y=« — l = — tt 
und n* = — 2 + z = — 1,1. Begehrt man einen, 
genauem Werth für .r, so mufs die Rechnung wiederholt 
werden, wenn — 1,1 für a 'genommen wird ; also 

»,33i — 7,7 + 9 — 0,031 



+ 0,0032. 



- 

- 



— 7 — 5,3 — »0,5 

Also a = — 1,0967 und y = — 2,0967, endlich* 
x = — 2,0967 + 1 = — ' 1,0967. Alle übrige negativen 
Zahlen für a geben z gröfser als die Einheit; folglich 
hat diese Equation nur eine reelle' und zwey imaginäre 
'Wurzeln, wie bekannt ist. — Die Rechnung nach der 
cardanischen Formel wird sehr beschwerlich, wenn 
man nur die Wurzeln auf yier Decimalbrüche bestim- 

* * 

men wollte. 

1 

Drittes Beyspiel. 

5. ß. — 5 x 1 + 7 x — - 24 =r o. Also wird 
a; =: y -J- -§• + 1 — y^f un ^ ^ == 7 1 folglich der CoefH- 
cient j{= — ^ + 7 = + i und y = — Also wird 

Nur a = 3 giebt ein Resultat für z ~ -r- 0,0548 > a ^ so 
y ~ 2 und a; ~ 2 + f — 0,0540 ™ 4,61 iß« —7 AucK 
für a 4 wird z — — 0,799 » a ^ so * st 
# ~ 5 4* 2§ — 0,798 ZZ 4,866. Man sieht, dafs diese 
letzte keine neue Wurzel ist , die von der ersten unter- 
schieden wäre; die zwey übrigen Wurzeln 'sind imaginär, 
weil für z nichts als Werthc, die gröfser als die Einheit 
sind, gefunden werden, welche Zahlen man auch für a 
annehmen mag. Sucht man eine nähere Wurzel- anstatt 
der letztgefunderieii i und setut a ZU 4-^—0,799 — 3,201, 
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so bekommt man - 1 * ]' 

32,7^87 — 4.^8— 2j,502 

: ■ — — 0,259; 

■ — 1,25—50,739 

also a — 3>2oi — 0,239 — 2,962' und y ZZ 1,962, end- 
lich x — 1,962 + 2,666 ~ 4,620, welches nicht viel von 
der ersten Wurzel x — 4,6118 abweicht; diese Wurzel 
ist genau, weil, wenn man die gegebene Equation mit 
x — 4,6118 dividiert, nur 0,048 übrigbleibt. Uebri- 
gens hat die durch diese Equation abgeleitete Quadrat- 
gleichung .r 2 — 0,509 *'+ 5,194 = ° zwey imagi- 
näre Wurzeln. 

g. 9. Ein Beyspiel wird genug seyn, die Anwen- 
dung dieser Methode auf die Equationen des vierten 
Grades zu erläutern. Die allgemeine Gleichung 
x* + p x* + 9 x z + r x + s ZZ o wird auf die Form 

y + 1 — y 4 + 4y 3 + 6y z + 4y + 1 gebracht, wenn 
p 

x ~ y — V 1 ZZ y + & angenommen wird , wo 

4 

b — 1 — — bezeichnet. Substituirt man A-r—b 
~ 4 

1 ■ 

p 

für — in den Coefhcienten des dritten und vierten Ter- 
4 

minus, so bekommt man die transformirte Equation 

y 4 + 4y 3 +(6&(2— /0+7)y a + (4^(3 — 2b) + 2^b+r)y 

+ £ 4 + pb 3 + <jb 2 + rb + 1. Man setze 
6 b (2 — h) + cf~f- und 4 & 2 (3 — zb) + 2 q b *h r — g 
und Z> 4 + pb J + + + 1 ZZ & so wird die transfor- 
mirte Equation y 4 + 4 ) 3 + /,S 2 +gy + /*ZZo 

addirt (6—/) y 2 + (4~ jQ y + 1 — h 
bekommt man (y+0* — (6— /)y z + (4— *£)y + * — 
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Nimmt man y + * ZZ a und addlrt man die gebrochene 
Zahl z mit Weglassung ihrer Potenzeu, so wird man. 

finden z - -4«'+*(*-/)(«-o+4-s ; 

■ 

g. 10. Die Equation 

x 4 + 12 z 3 — 6a a + 10 a; — 16* ~ o ist gegeben, also 

■ 

P 

— — ZZ — 5 , folglich x ~ y — 3 + 1 ZZ 9 — 2, also 

£ — — 2; ferner ^ ZZ — 54 , £~ 146, /i ZZ — 14°- 

a 4 — 6o(a— i) 2 + 141 (a— O+139 . _ 

Also z — 4 . ^ v : " >-.Fura — 4, 

— 4« # + 120 (a — 1) — 141 

erhält man für z eine gebrochene Zahl, nämlich zZZ 0,07*7 
und xZZ >?o77. 

■ 

Begehrt man einen näheren Werth für die Wurzel 
und nimmt also a ZZ 4>°77 > so bekommt man 
z ZZ — 0,209 und a ~ 5*>o77 — 0,209 ZZ 3»8Ö8> end- 
lich x — o,848» 

§. 11. Das vorzügliche einer Approximationsme- 
thode besteht nicht sowohl in deren analytischer Ele- 
ganz, als in der Verkürzung der verdrüfslichen Rech- 
nungen, welche diese Methoden erfordern. Die New- 
tonische Methode verdient in dieser Absicht den 
Vorzug für vielen. andern , (Newton üb. de resolu- 
tione Aequa tionum, pag. 10. Tom. I. operum 
Newton, ex Editione Gas tili od.). Ich werde hier 
die Equation a 3 — 5 * a + 7 * — ^4 — o (5- 8-) «ach 
Newton auflösen. Man sucht zuerst zwey Zahlen 
für * aus der lleihe der natürlichen Zahlen, welche 
positive und negative Summen der Equation geben: für 
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* I^Z 4 ist die Summe ~ — 12, für ar ~ 5 ist dieselbe 
~ +11, also ist 4 die nächste Zahl. Nun setze man 
x — 4 + y, und es wird — 12 + 15 y + 7y* + y 5 ZZ o, 
folglich y — |f — o,Ö. 

Unsre Methode giebt immediat durch die erste 
Operation a: ~ 4,6118» welches von der genauem 
Wurzel nicht so viel abweicht. — Ferner setze man 
y ZZ 0,8 + w, und man erhält die Equation 
4,992 + 28,12 u + 9,4 u Ä +«ft 3 ~ 0, also u ~ —0,1775 
und x — — 4,6224. 

Nach unserer Methode wird die Rechnung mit der- 

seihen Formul von z, fortgesetzt ; der Nenner — — 3 Ä 

bleibt gewöhnlich unveränderlich. Aber die Newto- 
nische erfordert bey jeder Approximation eine neue 
Transformation, also eine andere Rechnungsweise. Man 
setzt nämlich a ~J3 — 0,0548 ^ 2/9452, also 



o 3 Z= 2,945 + 0,0O02 —25,542058625 + 2f 945 XOf 

0,0282 

n 25, 547262440 } also z rr — — -~ zr — 0,0012, 

also a:~ 4,6105, welches wenig » von dem erstgefun- 
denen x ~ 4,6118 verschieden ist. 

§. 12I Newton hat am angeführten Orte seine 
Methode auf ein leichtes Beyspiel, nämlich auf die cubi- 
sche Equation — 2 x — 5 "ZZ o, wo der zweyte Ter- 
minus fehlt, angewendet. Diese Gleichungen aber las- 
sen sich durch unste Methode leicht berechnen, weil 
der Zähler in der Formul von z die gegebene Equation 
selbst ist, wenn a anstatt x\ geschrieben wird. Weil id 

c 



diesem Falle b~i ist, mithin */ ~ 3 + 9 > folglich 
3 — f ~ — 7 und g — t ~ r (§. 2.) so wird 

C J -2fl — 5 

z ~ - ^ ^ — (§. 3-)' Ist « ~ 2 , so wird z ~ o,i t 

also x~2,i; denselben Werth für x giebt auch die 
erste Newtonische Approximation u. s. w. 

5. 13. Die Approximationsmethode vermit- 
relst v der Fractions Gontinues, welche de Lia 
Grange (la Resolution des equations nume- 
riques Seite 40) gefunden hat, ist elegant, aber in 
der Anwendung nicht so leicht, als die Newtoni sehe. 

1 

Man schreibt «H , anstatt «+z» dann erhielte man 

z 

für z den obigen Werth , nur in umgekehrter Form, 

3—/— 3 1* 

nämlich z = — : — -7 7-7 ^ — . Wollte maa 



— C3— /)(«— 1)— 



weiter gehn und a + schreiben , so müfste mau 

1 

z i — 

eine neue Equation für u transformiren. Aber zufolge 
unsrer Vorschrift gebraucht man für alle z dieselbe For- 
mul. Rechnet man mit Dccimalbrüchcn , so läfst sich 
leicht ersehen, ob man sich der Wurzel nähert, wenn 
der Zähler des z ein kleiner Bruch wird. Das läfst sich 
nicht so leicht mit den Fractions Gontinues thun, 
oder sie müfsten bey jeder Näherung auf Decimalbrüch« 
gebracht werden; sie nehmen oft langsam ab, denn es 
ist bekannt , dafs der eine dieser Bruche bald grofser, 
bald kleiner als ein vorhergehender wird. Die Form 
dieser Brüche ist eleganter als die der Decimalbrüche, 
ob sie aber branchbarer sey , das bezweifle ich. 



1 
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IV. 

Versuch einer Summationsinethode. 

Die Integrationen führen oft auf Series, die nicht 
können summirt werden. Die Erweiterung der Ana- 
lyse scheint deswegen von den Summationen abzuhän- 
gen. Die Analysten können nicht genug auf die Series 
und deren Summationen ihre Bemühungen anwenden. 
Unter: den Methoden, die zu diesem Endzweck ge- 
braucht werden können, will ich jetzt nur auf diejeni- 
gen sehen, wo eine Series aus der andern abgeleitet 
wird. Ich finde nicht nöthig, mich der D er i va ti o n s- 
methode, welche man seit einiger Zeit gebraucht, und 
die man wohl für ganz neu ausgiebt, zu bedienen. Die 
wahre ursprüngliche Derivationsmethode liefert 
das Theorema binomiale'und die damit verknüpfte 
Taylorsche Series. Kästner hat die einfachste 
und natürlichste Entwicklung dieser so nützlichen Se- 
ries gegeben, weil er dieselbe aus dem Theorema bi- 
noiniale abgeleitet hat. Das ungekünstelte, das na- 
türliche ist wahre analytische Schönheit, und 
diese Schönheit ist der Bernoullischen und Euler- 
schen Analysis ganz eigen; man wird nicht durch eine 
Menge Zeichen, die ein Zauber buch verrathen, ge- 
blendet und verwirrt. Es ist möglich , dafs eine Me- 
thode sinnreicher als die andere sey; allein können ver- 
mittelst solcher gekünstelten Methoden auch solche 
Wahrheiten nur entdeckt werden, durch die andern 
aber nicht? Uebeihaupt sind Methoden etwas Sub- 
jectives: dem einen gefällt dieser, dem andern em 

C 2 



■ 
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andrer Weg. Auch die Gewohnheit thut viel dazu. 
Die in der Schule eine» Eulen erzogen sind, werden 
»ich nicht so leicht an eine gekünstelte Analyse gewöh- 
nen. Doch alles hat seine Mode, auch die Analysis, 
ja auch selbst die Mechanik. 

J. 1. Walmesley (Memoires de l'Acade- 
mie de Berlin) und besonders Euler (Inst i- 
tutiones Calculi differentialis) haben 
die Taylorsche Formul gebraucht, aus der bekannten 
Summe einer Series die Summe einer andern abzuleiten. 
Wenn S ZZ A + B x ;+ C x 2 + Dx* + £* 4 + etc. eine 
bekannte Summe ist, deren Termini mit den Zahlen a 9 
b t c y e, f etc. multipliciert , die Series Aa + Bhx + Ccx 
Dex+ Ef x ausmachen, so wird die Summe dieser Serie* 

oder Z— SA + -7— . + 7-5- .ä z A 

dx 2dr 

& S 

+ ' Jj, ' . 3 • &*A+ etc. seyn, wenn A^, A* A 9 A 3 A 

die ersten, zweyten, dritten Differenzen der Factoren 
<x, c, e, nämlich A .^ZZ & — «, undA*^ZZ( — 2& + <i) 9 

und A 3 ZZ/ — 2e — + — « etc. 
bezeichnen. 

Ö» 2. Man nimmt gewöhnlich die Summe S als be- 
kannt an, um aus derselben die Summe Z abzuleiten: 
allein könnte nicht dieses Problem umgekehrt aufge- 
löst werden ? Aus der gegebenen Summe Z die 
Summe S zu deriviren. Ich erinnere mich nicht, 
dafs diese Aufgabe zur Summatiou der Series wäre ge- 
braucht worden. 
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. 1 

Meine Absicht ist in dieser Abhandlung, vermittelst 
dieses Problems die Summation einiger Series zu bewei- 
sen, die, so viel ich weifs, noch nicht bekannt sind. 

* < 

5» 3« Die Auflösung dieser Aufgabe beruht auf In* 
tegration der e q u a t i o n s lineaires. Euler'hat zu- 
erst diese Integration in den Miscellaneis Beroli- 
nensibus Tom. 7. bekannt gemacht : 'nach ihm haben 
viele Analysten diese Integrationen bearbeitet. D ' AI e Ul- 
bert in Reflexions sur lesverts; Bougainville 
im zweyten Theil des Tratte du Calcul Integral: 
C o u s s i n im ersten Theil der Le 90ns de Calcul in- 
tegral, und la Croix im zweyten Theil des Traite 
du Calcnl differentiel et integral. Unter den 
Methoden, die Equations lineaires zu integriren, 
gefällt mir vorzüglich die in Eulers zweytem Theile 
Institution. Calcul i integralis, pag. 407 seqq. 
zu finden ist ; dieselbe gefällt mir wegen der Simplici- 
tät und des regulären Ganges. Jedoch werde ich mich 
der allgemeinen Formuln nicht bedienen, weil deren 
Anwendung auf besondere Fälle etwas beschwerlich ist; 
ich werde jeden Fall besonders betrachten» 

g. 4. 1 Die Series, welche für die gegenwärtige 
Untersuchung geschickt sind, bestehen aus Brüchen, 
deren Nenner in der Progression der figurirten 
Zahlen , oder solcher Zahlen fortgehen , die auf bestan* 
dige Differenzen führen. Z. B. 1 ± £ + iV * + ctc * 

5. 5. * Die einfachsten dieser Series sind die Har- 
monischen, nämlich 

1- X 1 » 

V —r V —7- — \- —j— — t* • • • 
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Man sucht also die Summe 

1 a;- x z x* 

S — V — r~ 1- — i : + — P" ~ + ctc * i wenn 

n n+m , n + 2 m n + 3 m 

diese Series multipliciert wird mit n , n + m, n + 2 m, 

w+3m, so bekommt man 

l 

Z — * + * +* 2 +* 3 ••• — • * n derFormul für Z 

» l — — x 

wird a—n, A A — »»> A z A — o ; folglich ($. i.) wird 

mSxJiS' dx n 

Z — nSA , oder — -~— Sdx+xdS. 

dx m (i — x) m 

Der Multiplicator, welcher das zweyte Glied der Egua- 

x 1 . 2 i 

tion integrabel macht , ist x m ; also 

_ n n 

x d X H — — l — 

- — -Sx m dx + x m dS > das Integral gieb t 

m(i— x) m 

n 

J - — — ~ Sx m . Wenn man x n ' m — u setzt, so 



m 



— ■—««Sil. Ist der erste Termi- 

• t 

nus n ZZ i , und die Differenz eine ganze Zahl f so kann 

die Summe S genau gefunden werden. Es sey m ~ 3 

und n ZZ 1» damit die Series 1 +i+y + To + etc. sum- 

du Adu Bu+C ■ 
mirt werden. Also wird rZZ — h ~i , z du* 

Weil in dieser Rechnung das Integral des zweyten Ter- 
minus oft gebraucht wird, so ist nöthig zu erinnern, 

B 

dafs dieses Integral sey ZZ — log. (1 +u*+u z ) 



f £1 2 Su — 1 
+ C — — -7— Are. tang, — 7 r" D* Es ist aber 
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— 3» — • 

J=ZB — }™dC — $, folglich/—^- — |log. 

* 

+ * log. (i + u + u*) + Are. taug. * + IX 

Endlich f-^z =ilog. ^ + 1 lag. (i + 

1 — x* 1 — *t 

X (2.xf — l) 

H Are. tang. j + D m Sx. W< 

3v 3 v 5 



enn x o, 



wird das erste Glied — o , also D ZZ -ry- Are. toBg>-rr^. 

^ 3v 3 v 3 

f2*f-iV 

Es ist aber Ate tang. ^ ^ ^ — J — Are. tang. ~- 

* 7 v 3 f x 

— Are. tang. folglich S~ |i log. — — 



+ I lo g- 0 + + + Are. tang. 

Jedoch diese Summation ist nicht nützlich , wenn x — 1, 
also nicht geschickt zur Summation der Series i + | 

+ 7 + -h etc -> weil ^ — 00 wird. Dieselbe Unbequem- 
lichkeit findet sich in den Series, wo die Termini gleiche 
Zeichen haben. Ich bin daher geuöthigt , die Series mit 
abwechselnden Zeichen zu betrachten. 

5. 6*. Wollte man die Series x — | + y — -^s + etc. 

X X 2 X* 

sumoiiren, so wäre S ~ x H hetc. , und 

4 7 xo 

x r dx 

z — x - x + x 2 - x* — ; -r-, folglich Sx—J— — 



oder 



P du ^ -.f^ 



+ 

+ 1* X — u + " 



2 



I 



I * 
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log» (l + u) log. (l — u + u z ) 

, * a u — i 

75 tanß# + D » endlich 

s= flog-O***) _ log. Cl— ^ T + ^l) 

l 3 6 
+ 75 Are, tang. _ I . Ä 



Ist * !Z2 i, $o bekömmt man! 

l — etc. 
— log ' 2 . J_ A / ^ 0,6*931471 

Are. 6o° # 

+ / g — 0,2310491+ gy- — 0,835631. 

fi. 7. Hieraus folgt, daß 

* t I , '91 W' Ä 

3/3 — 1 ~~ * ^ — t* +etc. — 

In Euler* Intröductio in Analysin InfiuitOf 
rum, p*g. 138. findet man 

1 

n 

J. 8« Die Integration der Equation f—Z~ W o 

w~* m bezeichnet, kann nach dem Cotesischen 
Theorem, oder nach den Formuln der Intr oduet io 
in Analysin etc. des grofsen Eulers (pag. 116.) ge- 
wacht werden wenn der Divisor i+u'» in Factoreu 
»ertbeilt wird. Ist die Differenz m ~ 4, also die Series 



V 



t 
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♦ _ i 4+Bu 

7 15 » TT > X — w/ 2-fi 

C+ D« — i 

+ — — r- folglich — C — |» J5 = — r- 

* 1 du 
und D ZZ ' >" t also — : — 7 

= ^ i(^ö*« + (?^ T . 

das Integral giebt 

r du Are. tang. (1 — u\f 2) log. (1 — u\^*2+u a ) 

"'1 + u 4 — 2/2 4/2 

Are. tang. (1 + u yf 2) log. ( 1 + u \f 2 + u z ) 

+ ~ /TT"» 4/2 

1 -4- « 4 * 

. = -rfi + — 77? — +E ' 

Die Constante £ ist — o, wenn oder u ZZ o wird. 
Endlich die gesuchte Summe 

1 1 +^ je t x*f e 
«S — —7- 1. ■ , - — ; — : + -y Are. tang. jr- 

alles getheilt durch ^ ^ Für die Serie- 

' I 2 , * llZ£üZ^ : 

, 5M4»59 2tf , - 

fl. 9. Es ist also 



also die Summe 
'597 



In Eulers Introductio (pag. 140.) findet man 

> 

1J. 10. Nach diesen Beyspietan wollen wir zur 
Summation der S er i es übergehen, Wo iie Nenner Zah« 
len sind, deren zweyte Differenzen beständige Gröfsen 
sind. Z. B. 1 — } + i — ^ + etc. In diesem Falle ist 
a— i,*A— 2, A*X—*t tind L*Ä~ o (5. i.), 

folglich mufs die Equation Z — — — £ + 

x+x ~ dx 

x z ddS *- ' 

+ Z( l x z integrirt werdtn. Marr multipliciere mit x m , 

• - ... 1 

so bekommt man die Equation I. 'oder — ; — ~Sx m dx 

1 -rx 

x"** 2 ddS 

+ 2 x mi * dS + — - — Man setze das Integral 



Das Differenzial dieser Equation mufs identisch 



x m d x 



mit der Equation I. seyn, nämlich ; — Ex m * 1 d S 

i+x 

* d 

+ (iw,+ t) Ex>"Sdx+Fx m *> -j— f also2 = E+(m+2)F 

+ (m + 2)F*™ti^und(m+i)£ — ^ FlZi, 
1 

folglich E — — - — , und m l — m ~ o T also m~o, oder 

IT« • 

m — !• Wir wollen der Kürze wegen m~ o setzen, 
und die Equation II. wird in diese verändert 

r dx , — t — . x z ds 



\ > 
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diese mit d* multipliciert, giebtdjf log. (i 4"jp) -"^ äxd* 

x 7 dS i. , 

+ > wovon das Integral offenbar* ist , 

2 .. i 

C*+*) öog« l +* — 0+C~ — . -Verschwindet*, so 

2 t, 

. ' ^ Sx* . H , 

wird C ~ i % endlich — ^- — (i + x) log. i + x — x y oder 



2 — X X % X* 

S— ^ 0+*log. i+* — *)zz— T + T~"T7. +etc - 

Ist * ZU i , so wird 

«S ZT log. 16 ■— 2 ZI 0,7725087 = 1 — i+i— to + etc. 
Für x — 2 ist ; 



2 2* ,:2 3 log.3 3 * > 

5 ° 10 2 , , 

t§. Ii. Noch ein Beyspiel der S e r i e s , deren Nen- 
ner solche Zahlen sind , welche beständige dritte DÜFe- 



x x z * 3 



renzen haben , z. B. l — — + — +■ etc, 

4 10 2o 

> ' — 

■ ■ . ' ' ...... / . 

Die allgemeine Equation 

AAxdS H x Ax 2 dds tfAx^d^S 



Z—Sa + — T— + —Tri- + 



tf> 2d* a 6d* 3 ' U 

wird in diese übergehen 

i $xdS ?>x*ddS x*d* x 

i + * d* 2d* a 6a* 3 N 

welche, mit * w d* mirltipliciert, gicbt, * 

x n dx 3x n i*ddS *«t3d 3 

-»nr-ZZ^^^-f 5x n * l dS+ s + - , - (II), 
i 2a* Oa#* 

* "Das- Integral dieser Equation sey : 

rx n dx dS ddS 

f-+ x — FMnu—+6^n — z (in). 
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Das Differential dieser Equation HI. nämlich 
x n dx 

J^. x — (n+ i)ESx n d*+Ex"** dS + (n + 2) F*»ti J$ 

+ F * "7T + ^+3) G** t2 "j — + • — — — % 

ax dx dx 2 

mufs mit der Equation (II.) identisch seyn, folglich 

£: =^XT' £ +('«+*)F— 3, also 
x + (n+ 2) (h+ i) F — 3 («+ femer 

ö 

also durch die Substitution findet man — « 3 +3 n 2 2 n ~ o. 

Diese Equation hat drey Wurzeln, nämlioh o, l und 2. 
Üer Kürze wegen werde ich , wie zuvor , die Wurzel 
n~o gebrauchen, also wird E — F~ i, uhd 6 — 

# ^^^^ O * 

folglich bekommt man für die Equation III, diese, 1. T+x 
x*dS x*4dS 

— 5 x + dx + ^ d ^ z (IV.), welche, so wie die 

Equation L des vorhergehenden integrirt wird. Man 
multipliciere sie also mit x™dx, und es wird 

x^dxl. I + x — Sxntidx+x*»** dS+ ^ ^ m 

Das Integral , welches allezeit aus den z wey eisten Ter- 
nünis analogisch angenommen wird, sey 

Jx™dxh i +xZZHSx*>*> + Kx>*U — (VX\ 

Das Differsnaial 1. k + x ZZ H (m+si) Sx m * l dx 

ddS 1 
+ H*™i>dS + Kxr»U- i;r + K<;rn+ 5 ) x >»UdS y rar- 

. glichen mit der Equation (V.) , giebt H — —V- und 

m +2 
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K'—Zi, und H+X (m + 3)ZZ i, endlich m z — $m — cf, 

also m ZZ o und m ZZ 5. Nimmt man m ZZ o, so ent- 

steht aus der Equation (VI.) diese 

— — <Sx* x*dS 

0+*) Gog. I+*~l)ZZ ~ + 7T* + c 

Wenn * — o , wird C ~ 1 ; folglich 

C»+*)l0g,(l+JT)— *ZZ* (3 5Ä *+"^-j " 

Dies mulüpliciert mit djr, kommt 

f(ß* [0 + *) log. (1 +*) — — — + c. 

Es sey 1. i+#ZZ«i «o verändert sich diese Gleichung in 

V 

r e*»u (1 + *)* x 

Je^udu — — -ZZ " (1.1+* — {) + C, 

also die Constante C ZZ J , folglich 

2 ^2 2 4 2 6 * UIl< * 

0Ä" 

«SrT3Ci+*) a lo g- 0+*) — 3* — — t alles getheilt 

durch je 3 . Es sey ZZ i-, so wird die Summe der Series 

ZZ 1 — i + TS — & + etc ' 

zz 12 log. 2 — 7,5 zr — 7,5 rz 0,017764. 

r 

12. Vermittelst der Integrationen können auch 
Series auf folgende Weise summirt werden. Wenn S die 
unbekannte Summe einer Series bezeichnet, und man fin- 

durch differenziiren , dafs — einer bekannten Summe 

dx 

dS 

gleich sey ZZ Z, so wird -p — Z, also S~f Zdu. 

0 x 



1 



v ■ 



- « 
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Beyspiel. 
Man suclit die Summe der Series 



2x * , 3** 4* 7 

* — ~T" + ~ V etc. ~ 6*, so ist 

3 5 7 



^ - i-8^+3**-4* e +etc.— — — — Z, 

folglich 

r_lLL__ * Are. i 

^ — J TTXTäTz — . — — — sin. _ + C y 

wenn * verschwindet , wird S — o und C ~ — . 

— 4 

Are. i 
folglich S~ ~- ' sin. — + 



4 2 ß/i+* a 

Dieses Integral wird leicht gefunden, wenn ■ * z y* 

gesetzt wird. Ist *• — i , so wird 

s—x - §+* -i + — - - - + — — 1 + * 

f t 

— *>3o26ooi + o,353553 ~ 0,746252. Also 



— =T 1 — f 4+etc— - 



/ 8 

Et ist bekannt, dafs ~ — |(, _ * + i _ , + etc ^ 

1 

Zweytes BeyspieL 

r 

{j. 13. Man sucht die Summe 

clS Ä' Ä A' 4 X 6 

jfc ~ « - — + ~ - etc., und 



' 1 

Digitized by Google 



*~ 47 — 

aas — * 

ddS — x 
Also ZZ ^~^7^> erste Integral giebt 

— ~ — x + log. (i +*) + C, wenn x verschwindet, 

dS dS 
wird — — I , und C~I, folglich — ZZ — # + I 

+ log. (i + *). Das zwcyte Integral wird gefunden 
x 7, 

S— — + * + 0 + *) log. (i + jc)— x — * + C 



ZZ — i + l + x log. (i + *) + C Wenn x ~ 0, 

wird SZIo, also CZZI. Es ist also die gesuchte 

a; 3 x s x 7 X* 

Summe S ~ x — + h etc. ZZ — 

3 4- 5 6. 7 a 



+ ( I + *) log. (i + z). Für x ZZ i wird die Series 
Iii 

— + — ; - — =— o,5 + i,38Ö294 =0,886294. 
. 3 4- 5 °» 7 



1 

1 

2 



{. 14. Aus diesen zweyen Beyspielen erhellet der 
Gebrauch dieser Summationsmethode. Um beyde Mc- 
thodeu mit mehrern Beyspielen zu erläutern und zu er- 
weitern, das erlauben mir meine sehr schwachen Augen 
nicht. Analysten werden mit geringer Mühe mehrere 
Series summiren , und aus der Vergleichung der Summa* 
tionsformuln allgemeinere Sätze ableiten. Sollte es wohl 
unnütz seyn , die vielen sujnmirten , besonders durch 
Euler gefundenen Series, in tabellarische Ordnung zu 
bringen? Mir däucht, dafs dadurch die Grenzen der 
Analysis sehr könnten erweitert werden. 



1 
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V. 

Kurzer Entwurf einer Approximationsmethode, 
die Laufbahn eines Cometen oder neuen Pla- 
neten zu bestimmen. 

E s ist den Astronomen bekannt, dafs die Laufbahn 
eines Planeten vermittelst dreyer Beobachtungen aus 
dem Ort des Knotens und dem Neigungswinkel kann 
bestimmt werden. Konnte also eine Methode gefunden 
werden, aus einigen Observationen den Knoten und 
die Neigung unmittelbar, obne wjllkührliche Voraus- 
setzungen, abzuleiten, wenn auch nicht ganz genau, 
so würde man einen regelmässigen Gang in den Berech- 
nungen folgen können, ohne mit Muthmafsungen einer 
angenommenen Distanz des Planeten in weitläuftigen 
Rechnungen herum zu irren. — Dieser Entwurf hat die 
Absicht, aus zweyen Beobachtungen den Knoten und 
die Neigung der Laufbahn nahe genug zu finden. 

J. 1. Ich nehme an , dafs der Planet in dem Zwi- 
«chenraume der beyden Observationen den Bogen eines 
Cirkels beschreibe, oder dafs seine Laufbahn ein Kreis 
•ey. ( Fig. II.) ' 

i 

• ■ . - / 
Der Planet steht bey Pund Q $ wenn die Erde sich 
bey T und t befindet. Die Umlaufszeiten des Planeten 
und der Erde bezeichne man mit P und p, die Weiten 
des Planeten von der Sonne, oder S P =c S 0 = x\ der 
mittlere. Abstand* der Sonne und «der Erde = i , so ist 



■ 

« 



/ 

T 



I 
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p* : i -= P 2 : .v* und je' = ~» Der Bogeft PQ ist in 

der Zeit * durchlaufen, also wegen der angenommenen 
gleichförmigen Bewegung PQ i 360° = * : P, folglich 
560°.^ 

P = — ^ ^ . Bringt man diesen Werth des P in dig 



PQ ' 



P* 



Equation # J = -j , so bekommt man 



f 3<5o° . »1 



X 



PQ Z 



5. 2. Um den Bogen PQ oder den Winkel PSQ 
zu finden bemerke man, dafs SPQ z=z PS L^— QL$ und 
QL = QS>, — LX, alsoPp=P<yL_ QS\ + L\ t 
' -wo La den Unterschied der Oerter der Sonne für die 
gegebenen Zeiten der Beobachtungen ist 5 die Winkel an 
der Sonne PS T und Q St können nahe genug auf fol- 
gende Weise gefunden werden» 

a sin. T 

Es ist nämlich sin« S PT = — — und sin« SOt 

x r 

fcsin.t 

s=s , wo ST= a und Stz±b angenommen sind, 

Die Winkel bey P und Q sind die jährlichen Paral- 
laxen, welche in der Zwischenzeit von wenigen Tagen 
nicht viel differiren , insonderheit bey Planetenj 
dafs man also für die Differenz ihrer Sinus die 
Differenz der Bogen setzen kann, folglich wird 

a sin. T — b sin. t 
SPT-~SQt = ■ 

Der Kürze wegen setze man D = a sin* T — b sin. f, so 
wird SPT-~ SQt = — . 
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E* ist aber P S T = iQo° — T — SPT und QSt 
— löo o — t — SQt; daher wird PSL— QS\ = t 

• » ♦ _ » 

+ 5 () t SP T — T = t ~ T + j. Endlich bekommt 



D D yx + D 
man jp O = f — T+xLH = y H == , wo 

t . T+ /-X = y. Wird der gefundene Werth des Bo- 
gens PQ in die Equation a. substituirt, so be- 



kommt man * 3 = 

f36o°.irl* 



f %6o° . a 



also wird 



• Nennt man das zweyte Glied 

ier Equation z=A, und setzt D + yx = y y folglich 
v — D 

^ ■ go entsteht diese cubischa Equation 

y 

y 3 — Z)y a — Jy=:o. 



■- 

5. 5. Mit der gegebenen geocen tri sehen Breite = G, 
und dem Winkel T=s der DilTeren« zwischen den Längen 
des Planeten und der Sonne, wird die heliocentrische 
Breite = H gefunden. Es ist nämlich 



< f 



a sin. T 

sin. SPT= (g. 2.) und 



sin. T : sin. (T+ SP T) ~ tang. G : tang. r7. 
Für die y.weyte Beobachtung bey (> sey £ ~ der geocen- 
trischen und h ~ der helxocentriechen Breite , so findet 

£ sin. c 

man gleichfalls sin. SQt ~ , und 

tang. — «in. (t + SQt) tang. : sin. f. 

5. 4. In Fig. III. ist der Knoten bey N, die Eclip- 
lik N E. und NL dieXiaufbahn des Planeten, ferner ist 
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*p~H und Kß~h* Der Unterschied der Langen 
des Planeten in P und O, oder PQ ist aus g. 2. bekannt, 
der Neigungswinkel LNEZZZ J» 

Die sphärischen Dreyecke «rPN, KQN gehen 

taug. If tang /i tang. ff sin. NP 

tang. N = 8in> jyp — ahulVp' aU ° tang. — iTnTNp 

sln,(N£+ ßjP) 

1 * _ M * ' " 



siu. JV £ 

folglich cot. N p — 



~ cot. NQ X s»^ + cos. QP, 



tang. ff 1 Ä „ 

— ^— r— cos. OP : sin. ÖP, oder 
tang. /t r J * 

tang. P ö > 
tang. JVp= - tang>g ^ 

taug./t H cot. 

Es ist aber (Fig. II.) der Bogen pX — dem Winkel p£t 
für den Ort der Sonne bey X in der zweyten Beobach- 
tung, dadurch ist der Ort des Knotens ZU der Länge der 
Erde • in X — den Winkel PX — PQ + £>X. Endlich 
wird , der Neigungswinkel f aus der Equation tang. I 
— tang. Jl : sin. N £) gefunden. 

5. 5. Die erklärte Methode werde ich durch ein, 
Beyspiel erläutern. Ich werde zwey Beobachtungen der 
Ceres des Herrn P i a z z i gebrauchen ; mittlere £eit zu 
Palermo *) 1Q01. 

I Beobachtet« 
Beobacht. L&nge giu i lt Breite 



51. Jan. <5 h 48'32" 
11. Febr. 6 h Il'57" 
10,975 Tage | 



1° 10' 45' 
o° 35' 43' 



io s io° 29 27 
10* 22 0 36' 56" 



i 5 24°38 9 
i s 26° 26' 26 

JLX=I2°7'29 

Fei ner war log. a — 9,993724 und log. & ZZ 9/994594 



Ort der Sonne 



*) Astronomisches Jahgiuch vom Jahr i&>5. S«it» *o4* 

D 2 
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Es ist also 

T—V 24 0 38' 9" — io' 10° 29' 27" = 104 0 8' 42" und 
der Winkel t — 93 0 49 30", folglich ist • 
y — t — T + L X ZZ l° 48' 17" =Z l°/804. Diese Grad« 
müssen in Theile des Radius verändert, und mithin 
durch ~ 57°/2955 getheilt werden, 
also .log. y° = 0/2562365 

log. R° = 1,7531205 

log. y = 8/4981 160 

log. a = 9,9937240 
log. sin. T = 9,9866201 

9/980344* 
und a sin. T 2= 0/955/50 

log. £ = 9,9945940 
log. sin. t ==^9990729 

9f 9936669 
und l sin» c = 0,985433 
folglich D = O/O29683 

log. ft = I/0404045 . , 
log. 360 0 = 2/5563Q20 

S/5967065 
log. p = 2,5625902 

i,034"63 
log. Ii 0 = 1,7581205 

360 0 H ' 



9/2759958 = 1. —jp— reductus 

2 



8/55H99 I 6' = *og. Q-^^y 
8/498li6o == log. y 
7/0501076 = log. ^ 
und ^ = 0/OOII223 
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Die allgemeine Equation y' — Dy % — A *) = o 
. wird verändert in y 3 — 0,029683 y z — 0,0011223 = O* 
Für y = | bleibt die Summe der Equation noch negativ. 
Um die Rechnung zu verkürzen , bediene man sich der 

- 

Logarithmen 

log. | = 0,0457574 lo S- CD 5 Ä 7/1372722 

log. = 8,0915048 =5= 0,0013717 
log. D = 8,4725078 

log. P y a = 6,5640226 und — D y* == — 0,0003664 

— ^= — 0,0011223 



— 0,0014887 

so ist die Summe der Equation ^= — 0,000117. 

Ist y — | so wird die Summe der Equation = + 0,000368. 
Also fällt die Wurzel oder y zwischen | und£, sie ist 
nämlich y = 0,111, folglich findet man 

y — X> 0,1 11 — 0/0296 

Es ist also log. x == log. o,o3l3 — lo S' * Aber 
log. 6,o8i3 = 8/9X°X44° 
log. y = 8,498ii6 o- 
log. x = 0,4120280 
die Distanz a- = 2,5849- 

Ferner log. sin. SP T = log. a sin. T — log, x 
log. a sin. T = 9,9803441 
log. # = 0,4120280 
log, sin. SPT = 9,5683101 

SPT = 2i°43'i4" V'\ 
T = io4° 8' 42" 
also PST= 54 0 8' 4 



*} weil y ichon hinein mulüplicicrt ist. 
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log. tang. G = 8,3X35196 
log. sin, (T+SPT) = 9/9086961 

8/2222097 . ' 

log. sin. T = 9,9866201 
log, taug. II = 8/235589$ 
die heliocentrische Breite oder H = 59' 6", Auf dieselbe 
wird die zweite heliocentrisqhe Breite oder h = 37' 
gebaut, 

tang. pP 

Um die Formul tang, Nö= zu be- 

taug. A cos. P{) 

rechnen, mufs der Bogen Pp (Fig. II.) bekannt seyn, 
oder der Winkel PSQ. Es ist aber PSQ = PST—'pSt 
+ Lx = 54° 8' 4"— 64 0 41* 14''+ 1 2 0 7' 29" ~ i° 34' 19"- 

Nun ist log, tang, h = 8/073S37I 
log. cos. Pß = 9,9998 366 

8/0736737 
l^g. tang, H = 8/235589^ 

0,1619159 

tang. H 

tang. fta cos. i>£ = T /45 I 83 



— I 



• • , 



Denominator = O/4518 
dessen logar, = 9,6549751 
log. tang. Pp = 8/4384235 
log. tang. Np = 8,7834484 

undNp = 3°28'32 n 
der Ort der Erde, bey X ist =± 4« 22° 36' 56" 
der Winkel pS't .oder'pX = 2 4 41 14 
heliocentr. Länge der Ceres = 2* 17° 55' 4 

Np 3° 28' 32 

Länge des Knotens =2 2* 21° 24 14. 



1" 



•1 
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Endlich log. unj k ~ 5,973837t v 
log, sb. N^). = 8/7326455 
tan g« I - 9/ 29x1916 

also 4er Nei^upgswi^ci i; = ^1° 3'- 

piese zwey Elemente der.Balm 4«r Q« r e s * welche 
dieser erste Versuch gegeben bat, weichen nichjt viel 
' von den,hdui^^ ? v^3«or^ %mentea abv allei* 
für Gameten möchte man wohl zwey solche, Versuche 
machen r und rdas JVlitfel der beypUm Resultate £u> die 
Lunge des KilQfens pnd die Neigung 4er Bahn annehmen, 

J. 6*. Aus der Lange des Knotens und der Neigung 
der Bahn können die iiljrigQn^^Jcn^ente, iiämjicjj der 
Ort des Aphcliums, die Excentricität, der mitt- 
lere Abstand oder die Umlaufszeit, und auch 

• ' • ^ - - ■ * - -» » ■« » i * - • '•■ 

eine Epoche, yc^ininclst dreyer ^bc;pbachtetejf Längen 
und Breiten abgeleitet werden». J^y den .Qomctcn 
braucht man. nur ,zwey Observationen , wenn „die Lauf- 
bahn nach emer Man mufs 

die wahren Distanzen der Sonne und des Planeten, und 
die Winke? ■'zjrtsctirn; diesen Distanzen berechnen.' % Aui 
.den dreyea. .Abfänden und den Z wischen winkeln, sucht 
man die wahren Anomalien, alsq.de.n Or^des AyheJiurn^ 
hemach die E^ecntiic^tät und ^c^al^e Axe. ^ur Prü- 
fung dieser gefundenen Elemente der Bahn mülste die 
^eocentrisc^e Lijnge und Breite für, die gegeben^ ^eit 
einer Observation berechnet worden. Die Resultate 
mit den Beobachtungen verglichen, würden sodann die 
erforderlichen Correctionen der angenommenen Elemente 

t * 

anzeigen. Wollte man dieselbe Methode, als Eule y 



- 
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in seinen Recherches et Calcals sur la vraie 
Orbite de la Comete de 1769, befolgen, so nimmt 
man zwey Hypothesen, eine wo die Inclination, 
die andere , wo der Ort des Knotens verändert ange- 
nommen wird. Ich zweifle nicht, dafs auch andere 
Methoden , die Balm eines Planeten aus approximir- 
ten Elementen zü verbessern, können gebraucht wer- 
ben. Ich habe der Eul er sehen Meldung gethan, 
weil Eul er jetzt seltner genannt wird. " Waren wohl 
im ißten Jahrhundert mehr originelle Analyti- 
ker, als Joh. Bernoulli, L. Eul'er und de la 
Grange ? 



' * ■ « • » . . . 

ß. 7. Vielleicht könnte es einigen Liebhabern der 
Astronomie nicht unangenehm seyn, die nöthigen Fbr- 
muln zur Berechnung der Laufbahn bey einander zu % 
sehen. Bezeichnet man mit S die Differenz der Oeiter 
des Knotens und der Erde, mit '/ den Winkel an der 
Erde, und mit a den Abstand der Erde von der Sonne, 
so hat man die distantia cu r t'a t a der Erde und des 

* * m 1 * 

a sin. S : sin. (T-^-S) 

Planeten a=p — ~- . . /n , , CN 1 =5= ± /, aus 

tang, 6 : tang. 1 sin. ( I -f- o) — i J 

•f* oder — f, aus a y und dem Winkel T sucht man die 

distantia cartata te Sonne und dW Planeten, diese 

sey = c ; dann erhalt man tang, H==y tang. G : c und 

den wahren Abstand oder Ä = c ": cos. H, Der Abstand 

des Planeten in der Orbite vom Knoten, oder dessen 

T ■ * » - 

Sinus = sin. R : sin, I; dieser Bogen sey = M< Auf 
dieselbe tVeise sucht man die wahren AVeiten der Sonne 
uni des Planeten für die zweyte und dritte ^Beobachtung, 
welche nu*t r,j bezeichnet seyn sollen , so wie die Elon- 
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gatiouen der Erde und des Knotens mit m und n, so wird 
n — m = $ der Winkel zwischen den Radi is Vectori« 
b u s r und R ; so auch n — m = derselbe zwischen 
f und R, 

Es sey ferner « = der wahren Anomalie für die erste 
Distanz R, also « + « + <p' die Anomalien für 
die Distanzen r und f , so erhalt man 

<R — r) f . 5. sin. -7 — (R— f )r sin. ~ 

tang. « = — : — 

(R — f) r cos. — — (R — r) £ . R . cos. 

wo R = siB. — : sin. — ist; ferner die Excentricität 

2 2 



, uud endlich den mittlem 



r cos. (« + — R cos. * 

(i cos. er) R 
Abstand F= t ~ g - Ist c * icser ^ )tsa "d = 

so ist die Umlaufszeit = \f F 3 . Endlich giebt M Z « 

die Elongation des Knotens im Aphelio; und also 

ist der Ort des Apheliums bekannt. — Will man die 

Epoche für die Zeit der ersten Observation nehmen, so 

suche man die excentrische Anomalie E, ]Es ist 

E * i. + e 

nämlich tang. ~ = tang. "^"/^T^» unc * ^ie mittlere 

Anomalie oder A = E + e sin. E. Die Summe A + 
*len Ort des Apheliums giebt die Epoche für die ge« 
gebene Zeit, 



\ 



•*) Alle diese Formulu und ihre Anwendung habe ich bewiesen 
in meinen D issert ationt Phy*iqu*s et Mathematik 
quei, Utrecht 1778. Seite 36 — 46. 
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ß. Ich werde nichts mehr von der Verbesserung 
der Elemente der Laufbahn sagen (J, 6.)> dieselben möch- 
ten nach den Umständen verändert wenden, nachdem eine 
gröfsere -Abweichung der Theorie von den Beobachtun- . 
gen gefunden wird. Es war nicht schwer, die Lauf- 

t r 

bahn des Uranus zu berechnen ,' weil' seine; Bewegung 

* • « * 

sehr langsam Ist, also in einigen Monaten gleichförmig 
konnte angenommen werden , und weil aufserdem der 
Neigungswinkel sehr klein ist. Mehreren Schwierig- 
keiten roufste diese Untersuchung über Pallas und 
Juno unterworfen seyn. Man erwarte nicht Berech- 
nungen, die zur Erläuterung der Bestimmung der Ele- 
mente (§♦ $. 6.) erfordert werden. Die zunehmend« 
Schwachheit meiner Augen , die mir mit Blindheit droht, 
verhindert ein solches Unternehmen. Seitdem Herr 

T 

Wagner aus Leipzig, der diß Mühe über sich genom» 
men hat, die Correction dieser Abbandlungen zu besor- 
gen, die Stadt U treclit verlassen. hat, ..habe ich keinen 
Gehülfen 'mehr für solche weilläultigo Rechnungen. 



■ 



Zusatz des Herausgebers. 



Wenn der Planet rückläufig wijrc,. so ist (Fig. 17.) 

D 

rp=gS\ — P$L~-L\ =zT—t + L\+ - oder 

, . * , . a» 

« • wenn y = T — t — LX. — Wenn in. der 

x 9 

taug. PQ 

Gleichung tang. JYp = — das erste Glied 

r " — i 

taug, h cos. I*(J 

des Divisors kleiner ist als i , so wird NQ negativ, 
und niuis statt addirt, abgezogen werden. — Ist die 
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Breite des Planeten südlich und zunehmend, so erhält 
man notwendigerweise den niedersteigenden Knoten; 
dann ist auch, so, wie hey jeder zunehmenden Breite, 
tang. J=tang, H: sin. NÖ; und endlich wird in der 

tatig. h 

ohigen Equation der Divisor = — r— - — i. 

D , ^ tang. U X cof. P g 



» r • ■ 



► < • • r 



f. 



» 
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IV. 

Versuch einer neuen Theorie über die Bewegung 
des Wasstrs durch Oeffnungen der Gefäfse. 

* 8. i. 

Darf man die Theorien als Hypothesen "betrachten , und 
dieselben nach ihrer Uebereinstimmung mit den Erfah- 
rungen und Erscheinungen prüfen, so kann man schwer- 
lich eine Theorie annehmen , aus welcher merkwürdige 
Erscheinungen nicht können abgeleitet werden, ausge- 
nommen wenn diese fremden Ursachen zugeschrieben 
werden könnten. Eine solche Erscheinung ist der zu- 
sammengezogene Strahl (vcna contra cta) des aus 
freyen OelFuungen fließenden Wassers. Dieser Strahl 
entsteht in einem ldeinen -Abstände vor der Oeflnung; 
er wird nicht durch die sogenannte Reibung des Was- 
sers am Rande der Oeflnung hervorgebrächt, wie ich an 
einem andern Orte gezeigt habe , sondern er scheint ein 
eigner, ja charakteristischer j Zug der Bewegung des 
Wassers zn seyn , und dennoch kann man diese Erschei- 
nung aus den berühmten hydrodynamischen Theorieen 
der Bernoulli's, Euler und d'Alembert nicht ab- 
leiten, Sollten daher diese i Theorieen nicht einige Ver- 
besserungen erfordern? Aus der Newtonischen TLehre 
ergiebt sich die Erklärung des zusammengezogenen Was- 
serstrahls vollkommen , und defshalb sollte man versucht 
seyn, sie aus ihrer* Vergessenheit hervorzuziehn, ob man 
ihr gleich den Vorwurf macht, dafs sie auf die Erdich- 
tung der sogenannten Catarakte gebaut sey. Um diesem 
Vorwurfe auszuweichen, babe ich eiuen Versuch ge- 
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wagt, Newton« Theorie a priori abzuleiten, ohne die 
Erdichtung der Catarakte zu gebrauchen. Ich weis sehr 
wohl, was- ich unternehme, wenn ich eine neue', von 
den bi&her bekannten Grundsätzen ganz verschiedene, 
Theorie aufzustellen wage; allein gern unterwerfe ich 
mich den Kritiken > denn Bernqjilli, Euler und d'AIem- 
hertJiatten ja dasselbe Schicksal. 

ß. 2. Ungefähr folgende Betrachtungen haben mir 
den Weg zu meiner Theorie gebahnt. — - Die Bewe- 
gung des Wassers durch ein bodenloses Gefäfs geschieht 
zufüge der Gesetze] fallender Körper; die Geschwindig* 

keiten sind wie \f AF (Fig. IV.), wie die Quadratwur- 
wurzeln der Höhen. — Das stillstehende Wasser drückt 
den Boden B C nach dem Verhältnifs der Höhe Aß, und 
der Druck der Wassermasse AP MD ist wie die Höhe 
AP;, hier kommt die Schwere des Wassers in keine Be- 
trachtung. — - Man mache eine Oeflhung E F im Gefäfse, 
so fallt zwar das Wasser aus derselben , im Betracht der 
' ' Schwere, weil es nicht mehr unterstützt wird, gleich* 
wie alle feste Körper fallen , wenn sie nicht unterstützt 
werden ; auch wird das Wasser, sobald es aus der Oeff- 
nung kommt, den Gesetzen fallender Körper folgen: 
aber es folgt daraus nicht , dafs man die Gröfse der Be- 
wegung des durch die Oeffnung sich bewegenden Was- 
sers der Schwere zuschreiben müsse, wohl aber dem 
Drucke: denn dieser, und nicht die Schwere, die nur 
in senkrechter Richtung wirkt, verursacht den Ausfluls 
des Wassers aus Seiten Öffnungen. Machte man in einem 
Gefäfse, welches mit kleinen Kugeln angefüllt ist, eine 
Seitenöffnung, so würden kaum einige davon heraus* 
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fallen, Vielleicht nur die, welche sich dicht be? dieser 
Seitenöffnung befinden. .Aach mufs man die Flüssigkeit 
des Wassers, die vielleicht von dem gegen alle Seiten 
gleich drückenden Wasser herrührt, als eine Unsacht 
des Ausfllusses aus Seitenöffnungen in Erwägung ziehn. 

3. Ich nehme also den Druck des Wassers als 

die Ursache der Bewegung desselben an. Aber wie ist 
es mit dem Drucke des stillstehenden und laufenden 
Wassers beschaffen? Wenn der Boden keine Oeffnung 
hat, und also das Wasser in Ruhe ist, so kann sich der 
Druck desselben ohne Widerstand nach dem Verhalte if» 
der Wasserhöhen äulscrn. Verstattet man dem Wasser 
den Ausflufs durch die Oeffnung EF, so bekommen alle 
Durchschnitte des Gefäfses Geschwindigkeiten, welche 
sich umgekehrt wie diese Durchschnitte verhalten. Es 
scy w = dem Diameter der Oeirhung, und c die Ge- 
schwindigkeit des auslaufenden Wassers , z aber der Dia- 
meter PM eines Durchschnitts, so ist die Geschwindig- 
keit des Wassers im Durchschnitte P, = w z c:z 1 . Diese 
Geschwindigkeit hängt nicht mehr von der Höhe des 
Wassers ab, sie wird gröfser und kleiner, so wie der 
Durchschnitt des Gefäfses gröfser oder kleiner wird. Aber 
diese Geschwindigkeit des Wassers im Durchschnitte 
PM erzeuget einen Widerstand gegen den Druck der 
Wassersäule AP, und dieser ist wie das Quadrat der 
Geschwindigkeit; oder er ist gleich einer Wassersäule, 
die so hoch ist als die Hohe, der die Geschwindigkeit 
zugehört. Ich stelle mir den Druck im ßiefsendeu Was- 
ser ungefähr so vor, wie die Wirkung einer flüssigen 
Materie auf einen bewegten Körper. Wenn c die Ge* 

■ 

1 

\ 

! 

} 

» 

♦ 

r 
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schwindigkeft ist 9 mit welcher der Wind in die Segel 
Lliist, so ist die Wirkung des Windes auf das Schiff nicht 
<r z y z , wenn f 2, die Fläche der Segel ausdrückt. Weil 
das Schiff mit der Geschwindigkeit v fortgeht, so kann 
der Wind nur mit der Geschwindigkeit c — v wirken, 
und also ist die hewegende Kraft nur (c — v) 2 J 1 . Ist 
nun n das Verhähnifs der Schwere der Luft und de« 
Wassers, und m z die Oberfläche des Vordertheils vom 
Schiffe, welches den Widerstand des Wassers empfangt, 
so v ist dieser =ni; 2 m 2 , folglich mufs im Beharrungs- 
stande (c — *0 Ä /* == nv 2 m z sern, aus welcher Gleichung 
die Geschwindigkeit des Schiffs abgeleitet wird. 



5. 4. Ich nehme ferner an, dafs alle Durchschnitt« 
PM unter sich und mit dem Horizonte BC (Fig. V.) pa- 
rallel sind-; dieser Parallelismus der Wassel schichten 
scheint der Natur der flüssigen Körper sehr angemessen 
tu seyn, wodurch das Gleichgewicht der Wasserthcile 
unterhalten wird. Man ziehe die Vertikale u4B = a, 
und nehme AQ— x , so wäre der Druck des fliefsenden 



Wassers auf PM = > , wenn z 



dem Diametei 



des Durchschnitts , ünd 1 : jr das Verhältnifs des Durch- 
messers ; zur Peripherie bezeichnen. — Es sey v die 
Geschwindigkeit des Wassers im Durchschnitte p m , so 

ist die der Geschwindigkeit zugehörige Hübe = — , 

4 o 

wenn £=15,1 Fufs 'bezeichnet. Aus dieser Geschwin- 
digkeit wird ein Widerstaud gegen den Druck erzeuget, 

der der Wassersäule X — gleich ist, also kann der 

4 4 © 
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Druck des Wassers nur wirken mit der Kraft 



z % x 



--} 



0 z v x 

4 T'Ts^T 
Weil man in der Hydraulik auf die Menge des Wassers 

sieht, die in den Augenblicken dt ausfliegst, und weil 
der Lauf stetig seyn mufs, so mufs auch beständig die 
Eleinentanuasse f Mmp der ausfliefsenden Masse in glei- 
chen leiten dt gleich seyn« Man mufs also die Bewe- 
gung einer solchen Elementarmasse in Erwägung ziehn. 
Es sey ^9 = dx, der Diameter mp =z + ciz, das Ele- 
ment der Geschwindigkeit sey di;, also ist der Druck auf 
die bewegte Fläche mp y 

n f (v + dl>)*) 

= (z + dz)*-^ \x + dx — 



4 l 



= Cz* + 2zdz) — 

4 



x-\-dx — 



4* 
i; 2 + 2v dv] 

45 j' 



Nun war der Druck auf die Fläche 



4 



v 



2 ^ 



4 5J 

also der Unterschied des Druckes auf die beyden Flächen 
giebt den Druck, mit welchem die Bewegung der ele- 
mentaren Masse PMmp befördert wird. Dieser Druck 

2z*vdv SLzdzv*\ IC 

"JT 



ist also = 



2zdzx + z z dx — 



45 



0t ~* 



Nun aber ist 2 zdz , x X ~ = x • & ^ > 



45 
oder 



dei 



Drucke auf das Element des Durchschnitts, 4 auch ist 
v* n 

2 zdz . - — X — der Widerstand dieses Elements: diese 
AS 4 

beyden Termini aber kommen nicht in Betrachtung, weil 
man den DrticJ' auf die Durchschnitte selbst sucht , folg* 
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lieh mufs man sie verwerfen , und dalier ist der Dmck 
auf die bewegte kleine Masse PpmM 



z 2 dx — 



2z z vdv 
4£ J 



« ( vdv 
— = ]d x — — 



T 



Dividiert man diesen Druck durch die Masse 
PMmvi=z — - — , so bekommt man die accelerirende 
Kraft der Wasserschichte 



f vdv 

l 2 sJ 4 



,2 . 



vdv 
2 gdx 



Nun folgt aus den ersten Grundsätzen der Mechanik diese 
Einiation, nämlich v a 7 v = 1 — — ,77. zgdx, oder 



2 g d .1 

udv = 2gdx — vdv, oder 2vdv z=z2gdx. Die Inte- 
gration giebt v* = 2 

'S 

\ 

<$. 5. Es ist also die Geschwindigkeit oder v = £ * 
• r 

s= — , folglich, wenn* die ganze 

\[ 2 • 

bezeichnet, und/* die Oeffnung, so würde die Wasser- 
menge durch V/\gx ausgedrückt werden, wo ^4 gx 

d\ie Geschwindigkeit bezeichnet, die ein aus der Höhe x 
fallender Körper erreicht hat. Es ist bekannt, dafs die 
Newtonische Theorie dasselbe Resultat giebt, wenn 
f*"*yfz die rena contracta bezeichnet. 



x 



Weil v z = 2gx, also — = *, und — = — , so 

2 g l \o 

kann man dieses Resultat also ausdrücken, dafs die Ge- 
schwindigkeiten des au» der Oeflhung laüfenden Wassers 

£ 



I 

der Wasserhöhe zugehören. Doch ist es hesser, die er- 
stere Bezeichnung zu behalten, weil sie die merkwür* 
dige Erscheinung des zusammengezogenen Strahls erklärt. 

ß. 6. Wir wollen nun die allgemeine Equation 
zvdv = 2gdx (§. /,.) auf die Gcfäfse anwenden, welche 
heständig voll erhalten werden,/ und auf diejenigen, 
welche auslaufen. Essey c = der Geschwindigkeit des aus 
der Oeßnung EF laufenden Wassers (Fig. V.), der Dia- 
metcr EF=m, und der Durchmesser eines gewissen 
Durchschnitts pm= z, so ist die Geschwindigkeit 

m z c ?n 4 c 2 
* = — — , folglich v z == «* — ~— , also 

Z i z 

f ' rn 4 c a c* 

2vdv = d (v z )z=z d — T"= m 4 d — 

z 4 z 4 • 

Die zwey erwähnten, Fälle sind in dieser Equation 
enthalten. Bleibt das Gefäfs beständig voll, so ist die 
Geschwindigkeit des Ausflusses oder c unveränderlich; 
wenn aber das Gefäfs ausgeleert wird, so sind c und z 
veränderliche Gröfsen. 

■ ■ • 

Ist im ersten Falle c unveränderlich, so ist 2vdv 

2 x 4 m*c z dz 
= m c d = — . - - = 2gdx, also gieht die 

* 2 

Integration = 2gx + C. Man findet die bestän- 

dige GiOfse C, weil für * = v der Durchschnitt p = 
der \tcite des Gefäfses AD, oder z = n 'wird. Also 

C ~ „« . folglich — j— - — j = Wenn nun 
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a* ±= der Wasserhöhe A B = a wir4 , \ so ist auch z == m, 
also a = — 



Off 

O 



n 4 



, folglich c* :±=2g-a: , 1 — — j. 

Ö. 7* t Wenn";(Täs, GeTäls ' alTmahlig ausfliegt, so 
wird o.vdv = m 4 r? — , oder (§. 6.) 



m 4 



* — : : — = 2zd .v. 



l z 4 z 5 

Um das erste Glied der Equation, zu . integrijen , muff 
juian einen; gewissen Stand des .Wassers,, z, E. bey.iV^ 
betrachten , wo zu einer gegebenen Zeit das Wasser von 
A bis P gefallen ist; dann karirr man von der £eit dU 

Geschwindigkeit c als gegeben ansehen, folglich lafst 

■ < « ii 

, . 4 c z dz ' . 

sich der Terminus — — ~ •integrifon; das Integral ist 



-j . Weil nun ein gewisser Wasserstand für eifo* *gege- 



hene Zeit betrachtet wird, so kann- man in den ersten 

2cdc 

Terminus — — das Element der Zeit oder dt hinein- 
bringen» 

r? m* c z z d x 

Es ist aber — = — r- , also c =r ' , ■, folglich wird 

±cdc 2 de d x 

- * - = —vt" * "V* 11 un sowohl Zeit als Ge- 

de 

scbwindi^kejt () ge§ehaiv_sind^ so ist .auch —p- gegeben* 
(olglich ist das Integral = - 2 ~Zj J cs w * r< * daher da» 

■ 

2m J dc -rix m 4 c , . 

ganze Integral = J — + "77" =2^*+ C. Di« 

E 2 . 

• 1 

I 



1 



uigmze 
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des Gefifses, so wird n 4 : m 4 eine grofse Zahl seyn; also 

a r : a n A un d x . ^i 4 :m W erden = a seyn, und 

■ _ • 

M 

» 4 ;(2m 4 - ;i 4 ) =r — 1 , also rft = — ^- <z* : V 2 gxi 



— 2 u 2 V .r 

demnach ist t = v — I 1" C. Wenn = a, 

ist t = o , also C = — r l — > und 



SO 



2 o. 



Die Zeit der ganzen Ausleerung des Gefäfses wird gefun- 

n 2 V za • . t 

den, wennn = t, also * = — - I — =• 

Mi £• 



\nmtrlung. Die vorstehende VItc Abhandlung beßu^et «ich 
weiter ausgeführt, und nebst Vergleichung der darin 
enthaltenen Theorie mit denendes Newton, Etiler, Ma- 
claurin und ßernoulli in dem Leipziger Magazine für 
reine und angewandte Mathematik, JaJirg, 1787. St. IV, 
j>. 585. seqq. 
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51. Dissertation siir les raoiens de donncr la j» 1 u s 
grau de pcrfcction aux In nettes, Jont lcs objcctils 
soüt coraposes de d.eux verres, qui a remporte le prix, 
de l'Acadcmic des scienccs* de Berlin. A Berlin! 1772. 

52. Elementorura Astronoraiae Pars altera, una cum 
Arte nautica. 1770» 

33. Ondcrzockin ° omtrent de Figuur der Aard«. 

Zceiinid. Gesells. 177a. 

5i. Bisscrtatio de sensu morali, cui prnemium adduxerunt 
L<'!>ati Stolprani administratores. Lcidae 177 *. 

35. Verhandcling ovcr de achromatische Teleskopen. 
Rottcrd. Gesells. 177 k ^ 

j 

55. E lerne nta Ar ch i t ee tu r ae navalis, P y rotechnic es 
et Acus tic es. 177^ 

37/ Onticrzooi: of de etc., oder über die Fehler, welche au» 
den verschiedeneu Hypothesen der Fipir der Erde in der 
Astronomie um! SthüOahrt entstchn können. Zeländ. Gesell«. 
1-75. 

38. Institut ioncs Astronomiao, Gnomonices etc. Tra- 
jocti. 1778. 

3q. Disscrtations physiq ues et matnematiques. Utrecht 
1778. 

40. Dissertation« sur la The'orie des Cometes qui ont . 

* 

^concourues au prix propose par l'Academie des science« de 
Berlin, en l'annee 1777. Utrecht 1780. 

41. Untersuchungen über die Bahn des Uranus. Leip- 
ziger Magazin 2tca Stück 1782. 

42. Analytische Auflösung der Aufgabe, die Bahn 
eines Planeten aus drey gegebenen helioccntri- 
scheu O erlern zu bestimmen. Ebendaselbst 2tes Stück. 
17ÖJ. 
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43. Analytische Untersuchung über die Bestimmun« 
der elliptischen Bahn a'us vier gegebenen helioc- 
Oertern, und über den Uranus, Daselbst, -istes Stcük. 
3784. 

44. Vertoog etc., oder über den Weg des Uranus etc. Lctter- 
OciTenmgcn. No. 10. Jahr 1782 und 83. 

45. Dissqrtationes de uniformitatc motus terrae, aucto- 
ribus I. F. Hennert et Frisio, praeuiiis ornatae. Petropoli 1 784. 

46. Ueber die Bahn des neuen Planeten. Astron. Jahr- 
buch 1780. \ 

47. Ueber die parabolische Laufbahn der Cometen. 
Daselbst 1786. 

48. Fortgesetzte Bemerkungen über den Uranus. 
Daselbst. 

49. Commentatio de altitudinum mensuratione o p © 
Barometri, a Societate Scientiarum Gottingeusi praemio or- 
nata. Trajecti. 1786. 

50. Aus gleichen Hohen zweyer Sterne die PolhÖhe 
zu finden. Astron. Jahrbuch 1787. / 

51. Ueber die mittlere Strahlenbrechung. Ebendaselbst. 

52. Ueber die Menge des aus Gefäfsen laufenden Was- 
sers. Leipz. Magazin 1787. 

53. Ueber die Bewegung des Wassers aus horizonta- 
len Röhren. Ebendaselbst. 

54. Versuch einer Theorie der Bewegung des Was- 
sers. Ebendaselbst« 

55. Oratio de Physionomia dicta publice. Traj. 1784. 

* 

56. Onderzoek etc., oder Betrachtungen über die Zurückkunft 
des Cometen von 1680. Letter- Oeuen in g. No. 4. 1789. 

57. Versuch einer Theorie über die mittlere Ge- 
schwindigkeit des Wassers in Flüssen. Archiv der 
Mathematik 179a. 
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53. -An* Polhöhe und z"weyer Sterne Rertascen- 
sion etc. die wahre Ziit zu finden. Astron. Jahrbuch 
1796. 

59. Dissertations jur la Fortificalion permanente, 
la Fortificaion de Compagne etr. l : tic«:ht 179.x 

Co. Ucber die astronomische Strahlenbrechung. Ar- 
chiv der Mathematik 179S. 

<ii. Ucber die Strahlenbrechung mit R.ii ck sieht auf 
Thermometer und Jiaroractcv. Ebendaselbst. 

62. Ucber die Ausstellung der "Wurzeln aus binomi- 
schen Gröfsen. Ebendaselbst Qtcs Stück. 

C>3, Ucber die geographischen Messungen. Astron. 
Jahrbuch 180:1. 

6:. Die Breite und wahre Zeit aus Höhen nie ssun- 
gen zu finden. Ebend. iSo~. , 

6j. Aus der gröfsten M i t tcl p u nk t s g 1 e i r h n n g die E\- 
centricität eines Planeten zu finden. Ebc;d. 1S0;. 

f»5. Uitgeleezene Verband Clingen over de Wysgeprt« 
en fraaj«; Letteren, g*lrokken uit de Werken der konin :;! v ke 
Akademie der Vceten- ( -happen' te ßerlyn. Seehs Thei!.», 
Utrecht 1780 — 9'). — Diese Sammlung euthVH U bersciznri- 
gen philosophischer Abhandlungen der Bcrlhwa; eben Aeadeniia 
der Wissenschaften von Shulenten unter der Aufsicht des Ver- 
fassers herausgegeben. Der Verfasser hat einige eigne Abhand- 
lungen bfygei'ugt , nämlich im ersten Theii verschiedene Ab- 
handlungen über den Spinozismus, desselben Verg'eichnng 
mit Malebranche und Berkeley. (Der Verfasser halt 
v diese Philosophen für Idealisten.) — Ueber den Ursprung 
des Vergnügens di-- K; ■< Wirung von Cartosius über das Ver- 
gnügen kann in;[. Pouily, Sulzer, Home etc übere'u'lim- 
nien. — Im Äweyieu 'IhoÜ, über die Freybeit der .Serie. — 
Im dritten Theii , über gegrnvv'trtigrn Atheismus. — Im 
vierten Theii, über das moralische Gefühl. 
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67. Grondjbeginaelen der zedelyken Weetenschapp en, 
door Beattie. Utrecht 1793. — Diese Ucbersctzung der 
Principles of nioral sciences by Bcat-tie hat der 
Verfasser empfohlen und mit Anmerkungen , meist Jittcrari- 
srhen Inhalts, versehen, auch kurze Abhandlungen , über da4 
Studium der Phychologie, über Sprache etc. beygefügt. 



Verbesserungen. 

Seite i4 Zeile 7 statt Geschwindheit lifs Geschwindigkeit 
— 52 — i3 — 5i 077 lif» 4,077 

36 — j3 und li mufs die Reihe *o heifsen: 

Aa + Bbx + Cc*> + Dex' + Efx* 
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Druckfehler in der Abhandlung, die Excentricitat betref- 
fend, im Jahrbuch von 1804. pag. 2iß. 

> 

Seitt 219 Zeüe 5 llfs : wird m = / ((e 9 — 1) * a + * * — 1) 

' 4- Are. cos. — — - 

219 1 3 lifs: 6,7 für den CoefEcienten 5,6 

~ 220^— 11 lifs: (1— f 2 )* für (1— e)* 

— — 3 v. unt. lifs: —4 sin. 2? sin.»* für -»4 sin. 2» sin.* 

— — — 9 v. unt. lifs : — für + 

y 16. £ 

571 t* 171 c* 

221 — 1 lifs: — ■ ■ für . 

(16)' (16) 3 

— — 4 und 5 lifs : sin. 5v und sin. 6v für sin. 58 u. sin. 6$ 

6 7 53oe* _ 6798 e* 

. « — 12 Iiis: — — für - 

♦ (iß)* (16). 4 

* 1987. C< 5J0699. V 



(iü)'8.i5 (18)* $.4*. 
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* Nachträge zu den Verbesserungen. 

Seite 18 Zeile 7 statt D*d$* lifs D*r 

— 2g — i5 statt fl = 5 lifs a=3 — 3 

— 53' u. 59 überall statt tang. 2*— l lifs tang. 2«-)-* 

d S 

— m 42 — 11 statt rfS lifs — 

d X 

— 43 — 16 statt d'x lifs rf'S 

— ib. —18 statt x'^ld* liü*" + 3<i//S 

— ib. — letzt* statt 6* n + 3 lifs Gx' li l 



_ 46 — 6 statt — ' üfs . . <% 

2/1 + x 9 2(1+*«) 

— ib. — 11 u. 12 lifs -T — -g- + §= s + 1 = 0,3926991 + o,5 

= 0,8926991, also ~=:i—| + |~4 + etc. —x 

— »17 mufs von der dritten Zeile an so heifsen; 

d S log. 

— = (1 + x 9 ) 4" C. Wenn x verschwindet, 

dx 2 , 

. , AS log. 

so wird — = 1 (1 4- x*). Das* zweyte Lite- 

dx 2 

fcral ist das folgende: <?=x — § /ix log. (1 + x 9 J. 

Es ist aber /tfx log. (i-{-x 9 ) == x log. (1-}-*") 
2 x * d x 

— / — — ; =xlog.(i+x 9 ) — 2*+2 Are. tang. xj 
" 1 + x a 

x 

endlich S=2x log. (1 + x 9 ) — Are. tang. x. 

Für x = 1 wird die Summe der Series 1 L- -L -i- 

1 . log. 2 »r 

— — + tc. = 2 = 0,868028 

6.7 2 4 

— 5G Zeile 4 v. u. s&tt sin. R lifs «in. H 

— 68 — 2 statt « = 4 lifs x=a 

— ib. — 17 statt —1 lifs r 

— 70 — 8 statt w = c Iiis x = fl 

NB. Zu den Büchern sind auch noch unter No. 59 b. Aphorismi phi- 
losophici ad vsum scholarum suarum. Traj. 1778. nachzutragen. 
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Zusatz zu Jj. 0»' S. g. 

Wollte man e aus e* ableiten, so mufs dieEquation e = (Q-^ 2 ) : 
a sin. V gebraucht werden. Es ist nämlich c 2 = 2 c sin. V) :A 

■ " ' log. e = 8j 9683^76 

log. sin. K = Qi 998794* 
log. 2 =— o, 5o 10000 

log. 2 e sin. f = 9, 2687118 

al«o — 2C sin. V = o, 1 856572 

ss O, 1 365526 
j)-2f sin. V = o, 0006964 
Dessen log. = 6, 842=547 , 
log. A = 8, 9067559 
log. e a = 2,9086008 } 
log. e = 9692604 

also c so, og5i645. Der erst gefundene 
Werth von < war = 0,0930862 

das Mittel == o, 0951263 
$fech la Lande = 0,0950877 

fehler ss o, 0000376 
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